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第 0 章预备知识 


本书叙述的内容不属于欧几里得的几何证明公理化范畴，而是属于欧几里得的几何 
构造，即由算法和复杂性分析所组成，欧几里得的几何构造满足算法的所有要求：无二义 
性、有穷性、确定性、能行性 、输入 、输出、正确性等。在欧几里得的几何构造中，限定了可允 
许使用的工具(直尺和圆规）及原始运算（圆规的一个脚置于一个给定点或一条直 线上; 作 
一 个圆;直尺的边通过一个给定点;作一条直线） a 但欧几里得原始运算并不能胜任所有的 
几何计算（比如角的三等分>，这一点直到19世纪，阿 K 尔、伽罗华等数学家才给出了证 
明。 

在一个几何构造过 程中， 执行原始运算的总次数称为该过程的复杂性度量，这个槪念 
对应于箅法的时间复杂度 . 同样，还有对应于算法的空间复杂度的概念。这是欧几里得几 
何构造过程复杂性的定量澜度， 

称为计算几何的学科大致有下述 几种: Forrest 等人依据样条函数处理曲线和曲面 
(实际上更接近于数值分析）； Minsky 和 Papert 写的。本名为《感知机》的书（副标題为 
“计算几何”），该书陈述用简单回路构成的网络实现模式识别的可能性 (应属 于人工神经 
网络）；计算机图形学是研究用计算机进行图形信息处理（包括表示、输入、输出、存储、显 
示、检索与变 换等) 和图形运算(如图的并、交运算）的一门学科》而不是箅法分析 ，几 何定 
理的机器证明♦主要研究定理证明的探索方法及证明过程的推断*而不是几何本身。本书 
讨论的内容与上述计算几何学科所研究的内容不同*而是属于 Shamos 的文章 (1975 a ) 中 
命名的“计算几何”。为了不与上述“计箅几何”的命名混淆，并突出 Shames 的计算几何是 
研究几何问题的算法及复杂性的，故本书中将 Shamos 的计算几何称为 S 计算几何 ，而书 
名仍称为计算 几何。 

欧几里得货郎担问翅、最小生成树问題、隐藏线（面)问题和线性规划问题等许多问题 
是 S 计算几何研究的基本问题，在19世纪的文献中，已经出现了对这些问题的算法研究， 
但对几何问题进行几何算法的系统研究还是近20多年的 事情。 

本书将通过对几何问题的研究,在以下各章节中给出 S 计算几何的观点、研究方法与 
几种重要的几何结构计箅几何的一个基本观点是、经典的 JL 何对象的表征常常不适合 
于有效算法的设计。因此有必要建立一些概念及相关的性质，以适应于有效算法的设计。 

本章将介绍有关算法与数据结构的一些知识、几何知识及计算模型，这些内容是以后 
章节所需要的。 

0.1 算法与数据结构 

0. L 1 算法 

众所周知，算法是求解一个问题类的无二义性的有穷过程。这里的过程是指求解问题 





执行的一步一步动作的集合，每一步动作只需要有限的存储单元和有限的操作时间.另 
外，如果详细说明一台典型的计算机以及与这种计算机通信的语言，那么凡用这种语言编 
写的，可以在给定的计算机上执行的过程便称为算法 a 随机存取机器 (RAM)、 图灵机等可 
以作为典型的计算机，拟 ALGOL 语言作为描述算法而非执行的语言。应该指出，算法不 
等于程序，因此描述算法的方式将是多种形式的，比如在拟 ALGOL 语言的描述中可以使 
用数学记号和自然语言。为了把算法转换成上机程序，还需要进行编程工作。 

算法的复杂性包栝算法的时间复杂性和箅法的空间复杂性。为了说明复杂性的概念 + 
先介绍问题规槙的概念.用一个与问题相关的整数量来衡量问题的大小 + 该整数量表示输 
入数据量的尺度，称为问题的规模。比如，行列式的规模可以用其阶数〃作为它的规模 ; 图 
问题的规模可以用其边数或顶点数作为它的规模等等。 

利用某算法处理一个问题规模为 n 的输入所需要的时间，称_为该算法的时间复杂性。 
它显然是《的函数4 己为: TU). 

类似地可以定义算法的空间复杂性 SU). 

以下主要讨论算法的时间复杂性。由于一般不需要知道精确的时间耗费，只要知道时 
间耗费的增长率大体在什么范围内即可，因此我们引入算法复杂性阶的概念。 

如果对某一正常数 c + —个算法在时间内能处理规模为〃的输入，则称此算法的 
时间复杂性是读作阶' 一 般定义 如下： 

如果存在正常数^和％，使得当时有丁 U>gc/(n)， 则称了 (《) 是 0(/(/!)), 记 
作 ru)=o(/(«)) fl 此时,/00是 T(«) 的增长率的一个上界， 

如果 7 T («)=0(/U )) 和 / U)=0(Tb)) 同时成立，则称 TG) 是沢/(幻），记作 TU) 
= 0 { f ( n ) y . 此时和 /(«) 的增长率是同阶的 。 

如果存在正常数 o 使得对无穷多个 n 关 系式了 （ n ) 会 r/U) 成立，则称 T(〃） 是 
记作 T(/0=m/U)h 此时， /<«) 是的增长率的一个下界。 

如杲 T(n )= CX/( rt )) 和 了(《> = /3(/(«))同吋成立 + 则有 T(n)=«/U)h 

根据上述定义 + 两个函数如果同阶，那么它们可以相差一个常数因子，还可以相差比 
阶低的项，，即函数中的低阶项并不影响它的阶数9这时，如要进一步分析 TU)， 就应考虑 
常数因子和低阶项对 7X«) 的影响 & 

一般情况下，都是取一个简单形式的函数作为阶数的规范表示，如实用 
中也是这样处理的。 

一 个箅法的时间复杂性如果是 0(2’)， 则称此算法需要指数时间 a 而时间复杂性如果 
是为有理数），则称此算法需要多项式时间。当〃很大时，指数时间和多项式时间 
存在很大的差别，以多项式时间为限界的算法称为有效算法。有效算法的一个本质特征 
是可以按常规的方法在较短的时间内用一个确定的计算装置进行机械的计算。该计算装 

置的典型模型是图灵机和 RAM (random access machine) 机 6 

算法的时间复杂性分为最坏情况的时间复杂性和平均情况的时间复 杂性。 对于给定 
规模为《的各种输入，某算法执行每条指令所需要的时间之和的最大值，称为该算法的最 
坏情况的时间复杂性I对于给定规模为《的各种输入,执行每条指令所需要的时间之和的 
平均值，称为平均情况的时间复杂性（或期望复杂性或平均抟性 h 由于规模为《的“输 



入”出现的概率不同，所以有时要考虑加权平均持性. 

为了求平均特性，必须对输入量的分布作某种假设。然而切合实际情况的假设，在数 
学上往往不易处理，因此,确定平均特性比确定最坏情况的时间复杂性难。 

在最坏情况的时间复杂性和平均特性的定义中•都提到“指令'由于不同的机器执行 
某一指令（如加法指令)所需要的时间可能不同，因此同一算法在不同机器上执行时所葙 
的时间也可能不同 4 为了消除这一差距，人们引入一个理想的计算模型，用它代替具体的 
机器，以建立时空复杂性概念。这个理想的计算模型称为随机存取机器 ( RAM )， 它只有一 
个累加器，而且不允许自行修改指令。 

RAM 机器由一条只读输入带，一条只写输出 
带，一个程序存 储器， 一个存储器和指令计数器组 
成，如图 0-1 所示 & 

输入带被划分为一系列方格，每个方格可以放 
一个整数。每当从输人带读出一个符号时，带头向 
右移动一格.输出带也被划分为一系列方格.执行 
—条写指令时，在输出带当前处于带头下的方格里_ 

汀印一个整数♦且带头右移一格，带头不能改 写已+ 图 0-1 RAM 机器 

印出的整数， 

存储器由一系列寄存器…组成，每个寄存器能放下一个任意大小的整数。寄 
存器 r , 的个数不受限定 & 

RAM 的程序不存放在存储器里，于是可假设程序不能修改 自身。 程序是带(也可不 
带）标号的指令序列，指令同实际的计算机一样，有算术指令、输入输 d 指令、间接寻址和 
转移指令等。用这些指令编写的程序称为 RAM 程序 RAM 的所有计算都在第一个寄存 
器称为累加器)中进行。中也可放一个任意大小的整数 & 

RAM 程序的最坏情况时间复杂性和平均持性的定义与上面相同。 

下面介绍最佳算法的概念。 

在解决某一问题 P 的一类算法^中，需要操作次数最少的算法称为求解问题尸算 
法类的最佳算法。这里是闬指定基本操作来确定算法类的。而箅法 A 的基本操作是 
指 A 的关键操作，并且/ I 的操作总数与基本操作次数成正比 〈当 《增加时 

形式上，设算法类^求解问题尸 a 对任一 dey ， 其时间复杂性为了 〆 〃），定义 

C ^ n ) = min | T r4 ( n )} 

称为问題 P 关于/的计算复杂性。问題尸的计算复杂性是/ > 所固 有的。 由于4是 y 
中任一算法，所以 C ,(«) 难以估计。为此可以对问题 P 先求出在算法类^下 C /«) 的下 
界(称为下界问题），然后努力寻找达到这一计算复杂度的 算法。 

若能构造函数贫 (《) ，并可以证明，对任一有 7 Vn )^ r ( d 成立肩 是 
C ,03) 的一个下界 

设已找到求解 p 的算法并分析4的复杂性有 

^ T A ( n ) = fin ) 

则 / u ) 是的一个上界。 








设 / ⑷ 4 ㈤ 分别为的上界和下界，如果 /(”）= 扒貧 U ))， 而且 = L ㈤ 命 
则 d 是 i 中求解问题 P 的最佳算法(复杂性的阶不可能降低，但系数可能 减少八 如果 

则存在优于4的算法或者存在一个更低的下界. 

设4是求解问题 P 的算法，那么可以用执行4时的“循环次数”作为算法时间复杂 
性的度量标准;在定义“最坏情况时间复杂性和平均持性”时，可考虑将“执行每条指令所 
需要的时间之和”作为度量 标准; 另外，“基本操作的次数”也可作为度量标准。前者使用方 
便，但估计粗糙 i 中者与机器的类型有关，需要引入一个抽象的计算模型.它对建立“最坏 
情况时间复杂性和平均特性”的概念有益;后者与机器、所采用的语言、实现方式等均无 
关，是较理想的度量标准。值得注意的是，我们只在同一种度量标准下比较某类算法中不 
同算法的优劣，而且在比较阶的同时，要特别注意以何种运算作为时间单位 。 如果时间单 
位不同，那么同一算法可能有不同的阶 a 

本书的主要目的是阐述几何问题的算法，以及对算法最坏情况复杂性的估计。 

算法设计中的常用方法也适用于几何算法设计，比如分治法、贪心法、递归法、随机化 
方法和动态规划方法等。除了这些方法之外，依据几何问题的特征，将采用一些特殊的技 
巧，比如累接、修剪和搜索、几何变换、轨迹和扫描等方法。下面简要介绍平面扫描方法，其 

他方法将在后续章节中结合具体问题给予介绍。 

给定平面上^条线段的集合 A 报告线段集合中的所有交点 a 考虑垂直直线 h 它将平 
面分割成两个半平面，即左半平面 A 和右半平面及.显然，问题的解是 L 中的解和 R 中的 
解的并。当直线/穿过线段集合 S 时必与某些线段相交。另外，容易观察到，相交的两条线 
段和/的两个交点在/上是相邻的。因此 f 只要对 S 生成所有的垂直切割，就可以发现所 
有的交点。这就相当于把直线/从左向右扫过平面，故称平面扫描方法。当然，不可能连续 
地生成所有垂直切割的无限集合，但可以通过把平面划分为若干个垂直长条来实现，这些 
垂直长条由 S 中线段端点或交点确定^因此，只需从垂直长条的左边界眺到右边界•修改 
长条的次序，并测试/上新的相邻线段是否相交。/从左向右扫过平面时，在称为“事件点” 
的特殊点处暂停，以便测试 S 中某些线段对是否相交。为此，需要两个基本结构 ： （1)事件 
点进度表。 S 中线段端点的 T 坐标的排序，它确定了扫描线/的暂停位置。执行平面扫描 
算法过程中，发现交点_便要修改事件点进度表1 (2) 扫描线状态，它是扫描线/和 s 中 
线段的交点的一种描述。在每个事件点处修改扫描线状态 s 

( M .2 数据结构 

I 

数据结构是组织信息的方式，它和算法一起使得问题可能得到有效的解•下面简要回 
顾有关的数据结构及其 功能. 

几何算法设计中遇到的对象是集合和序列.设 U 是某种几何对象的全集，《是。中 
的任意元素，而 S 是的子集.集合操作中的基本运 算有 〆 1) MEMBER < Wt 5)：« e 5? 
(2) INSERT ( w ， Sh 把 w 加入 S , (3) DELETEbJ ): 从 S 中删去 t 设 W 是 
-组两两不相交的集合，其上的运算有 ：（1) FINDU ): 若乂，则报告 m (2) UNION 

产生5.和 S , 的并，且记为当17是全序时,有运算 “1) 报告 S 

的最小元素； （2 ) 5?1」丁(《.以:把5划分为&和5”且& = 并且，& = S 



—乂 〆 3) CONCATENATEd ,^): 设对于任意和乂，有产生有序集 S 

=5i [)Sz 9 

对于有序集，依据支持的运算分类数据结构如下：字典，支持运算 MEMBER , 
1 NSERT \ DELETE ; 优先队列，支持 M 〗 N ， INSERT ， DELETE ; 可并队列，支持 INSERT , 
DELETE , SPLIT , CONCATENATE fl 通常以均衡二叉树来实现上述数据结构 + 此时，完 
成〗 NSERT 等运算的时间和存储在数据结构中的元素个数的对数成比例；存储和集合大 
小成比例，另外，上述数据结构还可以表示为一个线性的元素组 〈称为 表），根据插入和删 
除的位置不同而分为队和堆栈，以 fA 表示队或堆栈.记号”表示插入 R ，而 “ t / p ” 
表示从 R 中删去6 

通过对无序集元素采用陚予“名字”，且用字母次序的办法可以把无序集转变成有序 
集，这种情况的一种数据结构是可归并堆阵，它支持 INSERT ， DELETE ， FTND ， UN〗ON 
等运算，仍以均衡树来实现该数据结构,并且耗费时间 OUogW 完成 INSERT 等运算，其 
中 n 是存储在可归并堆阵中集合的大小 & 如无说明，本书中出现的 k > g 〃 均是以2为底的 
对数函数. 

几何算法设计中广泛使用上述数据结构，此外，依据几何问题的特征，我们还采用线 
段树和双重连接边表等特殊的数据结构。 

1 ，线段树 

线段树是一棵二叉树，记为并用 r 表示它的根，其中参数是两个整数， 
它们表示一区间的始点和终点，记为乳 iO = a , 五0 ]=匕线段树 7 T U 4) 可以递归地构造 
如下:它包含一个根 in 根具有参数 u 和 h 且若则它有左子树： TO , L (占|>] + 
£ b ])/2」） 和右子树7\ L<^M + £ M >/2 J ，《，其中“ L 」”表示低限。左、右子树的 
根分别为 LSONb ] 和 RSON [ vL 结点所代表的区间由 B [幻和扯幻确定，并满足关系 
式图 0-2 表示线段树 7 X 2,14), 线段树的叶结点所代表的区间，称 
为基本区间，而其他结点表示中的某个子区间。容易将 ru ，6) 建成 
均衡树(所有叶结点位于相邻的两极上)且具有深度 riog (6-^)1 ，其中“「1”表示高 
限。 



线段树支持插入和刪除运算 。 给定线段树 7 ’G 和任意区间 [ cd ]， 下述过程将 0* 
插入线段树 






procedure INSERT(c ，d ； v ) 
begin 

if A E [_ v]^d then 把 [ f ， d ] 分配给 r 

else if c< LCB[^]-f£M)/2j then INSERT(c f rf ； LSOMM )； 
if L (召 M + £W)/2 」 <d then INSERT(r^ ； RSON[v]> 


end 

INSERT 运算在 r 中沿下述路径进行:从根到结点（称为树叉 HT 的 

初始路径*称为/ V ; 从 〆 引出两条路径厂.和凡^或者把整个 [ cd ] 分配给 Y (此时 ， h 
和均为 空）; 或者整个分配给 Pt 结点的所有右子结点(这些右子结点不在厂.上），以 
及结点的所有左子结点(这些左子结点不在上），确定 [ cj ] 的分配结点，如图04 
所示，其中双圆圈结点是分配结点。 



图 0-3 把区间 [62,87] 插入丁 （1,213) 


通常只需要知道分配给结点^的区间的集合的基数，用表示该基数，然后如若 
将 [ rd ] 再分 配给〜 则有 

+ 1 

DELETE (“山运 算表示 如下： 
procedure DELETE(c,^ ； u) 
begin 

if A E[v~\^d then 1 

else if c < l_ ( 方 i>]+£0])/2 」 then DELETE 。， ALSONO]); 
if L(ifM + £M)/2j <d th^n DELETED,rf f RSON[i>]) 

end 
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线段树是一种常用的数据结构，若要知道包含给定点 X 的区间个数，则对线段树 r 
进行一次二叉査找(即从根到一个叶的一条路径的遍历)即可解决问题 

2. 双重连接边表 

双重连接边表是另一种常用的数据结构，它适合于表示嵌入平面的平面图 < 连通），给 
定平面图 C =( V ,£), G 的平面嵌入是将 V 中的顶点映射到平面中的一点，且£中的边 
映射到边的端点的两个像之间的一条简单曲线，所有简单曲线除端点外互不相交。可以取 
简单曲线为直线段。 

设平面图 G =( V ，£) 的顶点集[={71 ] ，…，以，边集£={~…，〜的双重连接边 
表如图 0-4 所示 6 每条边^给4个信息段 V ,， ~ 

和^及两个指示字段 P , 和匕 ，所以可以 V * v ? f , f 2 r , r 2 

用相同名字的6个数组实现对应的数据结构，每 ^ 

个数组包含 m 个单元，各信息段的意义如下^ 

与 h 分别为边^的起点和终点 J ,、 尺分别表 ^ yC ^ 

示位于有向边6的左侧面和右侧面的名字;指 ^ 

示字 P |( A > 指向一条边及端点，该边是边图0 - 4 欢章连接边表的说明 
绕、(1^)按逆时针方向旋转后遇到的第1 条逬 。 

从双重连接边表可以得到关联于给定顶点的边或者围绕一个给定面的边。假设 G 有 
«个顶点和/个面，另外，数组 HV [ h . n ] 和 HF [ h . /] 分别是顶点和面表的首标，用 

时间扫描数组 R 和 F , 能填满这些数组，下述过程产生关联于 b 的边序列。 

procedure VERTEX (>) 

begin 

a^HVU^ 

a ； 

… 2t 

if V \[ a~\=j then a — 尸心] else a — 尸心] ; 

while do 

if V — j then a — 戶] [ a ] else 尸心]， 

end 

VERTEXO ) 的执行时间和关联于％的边数成比例。把上述过程中的// V 和 K 分别 
换成和厂，便可得到围绕夂的边序列 

边表是描述平面图 C 的另一种形式，对于每个顶点边表包含与 R 关联的边， 
且这些边按逆时针方向排列。显然耗费 0(10 时间可以把 G 的边表转换成双重连接边表 & 



0.2 相关的几何知识 

0, 2*1 基本定义 

本书考虑的对象是欧几里得空间的点集*包含两个给定点的直线、直线上两定点确定 
的直线段、3个给定点确定的平面及由有序点列确定的多边形，等 等. 另外*假设有一个坐 
标系，使得每个点表示为相应维数的笛卡儿坐标的向量。我们还约定点集是有限可列举 
的。本节将简要回顾相关的几何知识,其细节请参看有关的资料。 

用浐(或 M ) 表示 d 维欧几里得空间，即具有度量 （ 2^) 1/2 的实数的 a 

i=i 

元组的空间下面给出本书所涉及的基本对象的定义， 

(1) 点 用户表示一个点，0中的点户定义为一个 J 元组(: Ti ，…点户也可 

解释为有^个分量的向量，此向量的起点为坐标原点，终点为点^ 

(2) 线,线性簇 在 P 中给定两个不同的点 A 和线性组合 

ap x + (1 - a ) f> z Q 是实数，即 “e R ) (0-1) 

是 P 中的一条线。如果给定0中 A 个线性独立的点…，外，则线性组合 

^\ p \ -K 々广2 + …+ 叫户 i _] + (1 — 议】 一 …一 (<3 fr 6 H ) 

是 P 中的 U —1) 维的线性簇. 

(3) 线段 在 P 中给定两个不同的点化和若在式 (0-1) 中加入条件 

则得到久和 h 的凸组合，它描述了连接两点 A 和九的直线段，并记为？(无序对）。 

(4) 凸集 设 Z ) 是浐 中的域，且化和/> 2 是 Z > 中的任意两点，如果线段^完全 
包含在/)中，则域 Z ? 是凸的. 

可以证明，两个凸域的交是一个凸域 & 

(5) 凸壳 E d 中点的集合 S 的凸壳是五 — 中包含 S 的最小凸域的边界 。 

(6) 多边形 多边形定义为线段的有限集合，该集合中每条线段的端点恰好为两 
条边所共有，而且没有边的子集具有这个性质。线段为多边形的边，其端点是多边形的顶 
点，而且顶点数和边数相等， 

若多边形的不相邻边对不相交*则称该多边形为简单多边形。简单多边形把平面划分 
为两个不相交的区 域：内 部区域(有界的）和外部区域(无界的） & 一般情况下，多边形理解 
为边界和内部区域的并. 

若简单多边形尸的内部区域是凸集，则称 P 是凸的 . 如果 P 内存在点令，使得对于 P 
的所有点 "线 段斤完全位于 P 内 * 则此简单多边形是星形多边形。具有上述性质的 g 的 
轨迹称为尸的核。 

(7) 平面 E 若图 G =( V ,£) 能不交叉地嵌入平面，则 C 是平面图。平面图的直线 
平面嵌入确定平面的一个划分，称为平面剖分。设平面图的顶点数、边数和区域数分别为 
w 和/，则由欧拉公式有 

v - e^r f = 2 (0-2) 

如果每个顶点的度数>3,则〜 r 和/是两两成比例的。 
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(8) 三角剖分 若平面剖分的所有有界区域是三角形，则此平面剖分称为三角剖 
分。有限点集 S 的三角剖分是 S 上具有最大边数的平面图。或者说，由不相交的直线段来 
连接5的点得到 S 的三角剖分，以致每个三角形区域都在点集 S 凸壳的内部。 

(9) 多面体 £ 3 中，多面体定义为平面多边形的一个有限集，并且多边形的每条 
边和相邻的另一个多边形共有，而且没有多边形子集具有相同的性质6多边形的顶点和边 
是多面体的顶点和边 I 多边形是多面体的小面。 

多面体中，如果没有不相邻的小面对共点，则此多面体称为简单多面体，简单多面体 
将空间划分为不相交的两部分 (有界 的内部域和无界的外部域）。一般说来,多面体是指边 
界和内部域的并。 

无亏格的多面体的顶点、边和小面的数目和/满足欧拉公式 (0-2 ) a 

0.2.2 线性变换群下的不变置 

几何算法设计中，多数情況下是考虑欧几里得空间（二维和三维），并假设给定一个正 
交笛卡儿坐标系。但研究超出欧几里得空间限制的各种算法结果有效的范围是有意义的。 
也就是说 + 要描述保持给定算法有效空间的变换种类的特征 . 


可以把0中的点解释为它的坐标^个分置的向量 Up 


2 


，心 ）< 或表示为 a )，而 


映射浐解释为坐标点的移动(坐标系不变 K 映射7’中线性映射是最常用的一种， 
它可以描述 如下： 


d 


c ^ ~ u 〉 


(0-3) 


其中，点/>的坐标为(心，々，…而户的像 〆 的坐标为…，: tv ) 。或表示为 


A + C 


(0-4) 


其中是 dXd 矩阵， C 是指定的^/个分量的向量，且所有向量是行向量 . 式 (0-4) 
是仿射映射的一般形式，其中有两种特殊形式 :A = /( 单位矩阵)和 C =0 4 此时有 

V = x + C (0-5) 

= jt A (0-6) 

式 (0-5) 是平移变換，在这种变换下每个点被移动 C ; 式 (0-6) 将原点映射到自身.即原点 
是不动点。如果把 J 维向量…, X ,)推广为 d +1 维向量 1), 则式 (0-4) 可写 
为 


U 、 l) 


1 ) 


[A 0 
(Cl 


(0-7) 


基于矩阵4的性质可以分类仿射映射。首先考虑 a 是任意非奇异矩阵，此时所有这 
种变换的集合形成一个群，称为仿射群，且仿射几何涉及到在此群中的变换之下保持不变 
的性质。仿射几何的基本不变量是关联的，即直线/上点力的成员资格。 

其次考虑相似群，它是仿射群的一个子群.描述 如下： 


AA 


ri 


( 0 - 8 ) 
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其中， A 是实常数，上角标 T 表示转置 & 式<0-8)成立表明点之间的距离之比保持不变*所 
以角和正交性也不变 a 

再次要考虑的是正交群，它是在4的行列式 Ml = ±1 的特殊情况下得到的一种相 
似群 a 正交群的不变量是距离，所以面积、角、正交性也保持不变保持距离不变的仿射变 
换是刚体运动，且形成了欧几里得几何的基础。 

最后考虑描述 d+1 维向 M 空间的持殊变换的式 （0-7) .且除去变换矩阵最后一列的 
形式上的任何限制，得到关系式 

B (0-9) 


其中， f 和 （是 J+1 维空间的欧几里得向量,是 (d + 1) x W+1) 矩阵，且设忍为非奇 
异的，如果矩阵衫的形式为 


A 01 

B = 

1 

则 t 的仿射群有新的解释：可以把任何二次曲线(椭圆、抛物线、双曲线)映射到圆，以致 。 
在群变换式 (04) 下所有二次曲线是等价的此群称为射影群 4 
上述不同群之间的关系可以表示为图0-5。 


O 射彩群 W +1 个坐玷 

上的全线性群） 

\B \ 

A 仿射群 W 个坐标上> 

柑似群 等仿射群 

w 欧几里得群 (剛体 运动> 

图04线性变换群上包含关系的说明 


0-2<3几何对偁性 

当 d 二2时.式 (0-9) 将点映射到点,线映射到线，即被映射的对象的维数保持不变 & 设 
AI 关 0, 把式 (0-9> 写成 

7 = ^ » (0-10) 

而且了表示的向量解释为过原点的一条线（即一 个方向 ）_了表示的向量解释为过原点的 
平面的法线，这样式 (0-10) 解释为 P 中一条线到一个平面的变换，称为对射变換(或对偶 
变换），且能用相同矩阵及来描述把平面映射到线的对射。给定一个由矩阵 B 描述的线到 

平面的对射，寻找由矩阵/>描述的线到平面的对射，使得对(及 tJ D) 保持关联，即若线了属 

于平面孑，则线孓/>属于平面7属于平面当且仅当7 - 7 t = "0. 乘积忍/>把线映 
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射到线，平面映射到平面.给定保持关联的一对 ] > T ) ，要求乘积把每条 
线(平面)映射到它自身，即要求及=是扩，其中 々是某 个常数，当 ^-1 时，有 5 =忍 7 ,表明 
B 是非奇异的 3 X 3 对称矩阵， 

考虑如式 ( CMO ) 那样的中心射影 到乎面 的对射的作用。此时点被映射到线，且 


线被映射到点 & 在式 (0-10) 中，$是一个点，而？为一条线。若 3 X 3 矩阵 B 满足条件5 = 
S T , 且 7 = 则了 5了 7 = 0是平面中二次曲线的齐次方程，称为由定义的二 


次曲线。现考虑指定的了(解释为平面中点的齐次表示）使得 f 5 ^ T = o . 由定义，点芒位 

于定义的二次曲线上。若称点了为极点，线1^了 7 = 0为7的极线，则二次曲线上的极 
点属于它自己的极线。这个点到线和线到点的映射称为配极变换。它在几何算法设计中 
是有用的，这是由于处理点比处理线或平面更直观些。 

如果选取5为平面 P 中定义单位圆的矩阵，此时 

] 0 0 

a = 0 1 0 

0 0 一 1 ; 


即把点/ >=(/^ h ， l > 映射到方程为 


$ B JT T = (. p [ y pi ^ 1 ) 

1 0 0 、 

0 1 0 

1 

i 

1 

1 

f ' 

工】 

& 


0 0-1 

1 

1 






的线入从平面的原点 到点户 的距离是7 〆 + 〆 *而从原点到/的距离是这 
表明在此特殊的配极变换中 


dip^o) 乂 £^( 极线 / ， 0) = p\ 七 P\ X 1 . : 

心？十 W 


0*3 计算樓型 

在 0. 1节中介绍了随机存储机器 RAM , 这是适用于现实计算机算法设计的一种计 
饵模型。对于 RAM ， 我们能够指定可执行的原始运算和它们的耗费，也就是对每个原始 
运算支付一个指定的耗费。例如*若原始运算涉及到数的各个数位,则两个整数相加的耗 
费随操作数长度增加而 增加； 而在操作数具有固定长度的模型中，该耗费是常数。选取计 
算模型时，既要考虑贴近现实的计算又要考虑数学上是否易处理，为此必须抓住所用计算 
方法的主要特征，容许详尽的分析充分简单。我们要依据儿何问題的特性选取适用于几何 
算法设计的模型， 

S 计算几何中考虑的基本对象是点9虽然可以把点作为笛卡儿坐标系中的一个向童, 
但是几何算法的运行时间不受坐标系选取的较大影响，而是依赖于维数。因此可以在执行 
JI 何算法之前，假设在选取的笛卡儿坐标系中已给定点9 
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S 计箅几何中的问题大致可分为 三类： 

(1) 提取子集 在一批给定的对象中提取满足某种性质的子集。这类问题的特征 
是不会产生新的对象.它的解完全由输入元素中的某些元素组成。比如，求点集的凸壳顶 
点的问题 6 


(2) 计算 计算给定集合的某个几何参数的值，比如，计算点与线之间的距离，点 

对之间的距离等 & 

( 3) 判定 在“提取子集”和“计算”问题中都有判定问题 。 比如，在点集 S 中询问是 
否存在距离大于 d 的点对，0答 “是” 或“否'其中 d 是已知常数。这是“计算”问题中的判 
定问题。另外•若提取子集问题 P 需要满足茱个性质 Q 的给定集合 S 的子集，关联的判定 
问题 />(/>) 对于类型为“集合 S ' 满足 Q ?” 的问题，要作“是”或“否”的回答。 

如果省去实数近似表示中舍入问题的概念上的抽象，那么随机存储机器 RAM 可以 
用来作为几何算法设计所需要的计箅模型，我们规定 RAM 的原始运算如下:（1)算术运 
算；（ 2 > 两个实数之间的比较；（ 3 > 间接寻址及求根计算、三角函数、指数函数和对数函数 
等，并 a 执行每种运算一次耗费一个单位时间。 


0. 1节中已经阐述了问题尸的计箅复杂性的下界，该下界对于评价算法的优劣是一 


个重要的标准。但一般来说，由于寻求下界是一个十分困难的任务，所以人们常采用问题 
变换 ( 或称归约）的方法把一个问题与另一个问题联系起来也就是说，给定两个问题& 


和/\，它们是关联的，并由下述步骤能求解问题尸,： 

步1把问题 P ，的输入变换为问题的适当的输入 a 
步2 求解问题巧。 


步3把问题尽的输出变换为问题 R 的解. 

如果能完成上述三个步骤，则称问题尸！可变换到问题若用 0(/ U )) 时间能完成 
上述变换的步1和步3,则称八 是 / U ) 可变换到并记为 F , oc /( n > j p ^ 如果/(幻是《 
(问题尸，的规模)的多项式，则称是多项式时间可变換到 
利用可变换性能求上、下界.有下述结论： 


下界若已知求解问题八需要 TU ) 时间，且则求解问题^至少需要 
7^ - OC / U )) 时间， 

上界若求解 问题匕 需要时间且&0：_戶 2 ,则求解/>,至多需要7(«) + 
0(/(«))时间 . 


当 / GhOab )) 时，即当变换时间不超出求解时间时,此转换成立。 

如果尸 !是计算问题或提取子集问题 ，与^ 关联的判定问题是 EKP ,) ，那 么可 以直接 
判明 ZX / Voc。 ⑷ TV 因为⑴若' 是计箅问题肩不需要输入变换 (即步 ！没有用 ） t 只需 
用 0(1) 时间把&的解和 £K 厂) 提 供的值 比较； (2) 若尸 :是提取子集问題，则给/>(^的 
输入 V 为的输入 (步]也没有用），且用时间 检验八 的解来证实它的基数和义 
的基数相同。 

因此 .为 了得到下界，我们仅考虑判定问题 . 

在 RAM 上执行求解判定问题的算法时，其过程可以描述为算术运算和比较运算的 

一个序列。序列 中的比 较运算起分支 作用，因此，由 RAM 执行的计算可以视为有根树中 
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的一条路径，该树称为代数判定树，记为 7\ 树中的结点所代表的运算不是计算就是比较 
(分支）;叶结点表示计算终止，且包含可能的解 . 如果每次比较运箅只产生两种结果，则判 
定树 T 是二叉树 & 显然，代数判定树的最大深度与 RAM 计算的最坏情况时间成比例，因 
此由代数判定树可以导出 RAM 计箅所需时间的上羿， 

如果7’中每个计算结点 v 由 d 次多项式组成，则称 T 是 d 阶的 d = l 时, r 为线性 
判定树线性判定树模型是建立问题的下界的有力工具 . 但若解决问题的算法中使用了 
d >2 的函数，那么由线性判定树模型推得的下界就没有意义了 . Ste 也， Yao 与 Ben - or 等 
人用实代数几何的概念解决了 d >2 的问题，下面简要介绍他们的结果。 

设判定问题的参数为:^^ 2 ，+“ + 心,它的每个实例可作为中的一点。判定问题确定 
点集犯也就是说,判定问题囡答“是〃当且仅当 ( A 心，…，这时称判定树解 
决了 W 的成员资格问题。假设由问题的特性知道 V 的不相交的连通部分的个数( V )。 
每个计算对应于 T 中的一条路径^(根 Kw ……(叶子 K 其中每个结点^关联一个《元 

函数/,/々，“_ ，使，“， X ,)满足约束人广0 或或八>0 , 

Dobkin 和 Lipton 解决了 d =\ 的情况（线性判定树或计算树模型 h 设是给 
定判定问题的成员集，且是其不相交的连通部分的个数，： T 是测试 H / 中成员资格 
的算法4的二叉线性判定树.了的叶子关联的一个域*且当关联于叶子6的域 
时,接受叶子心否则拒绝 G Dobkiii 和 Upton 的结论是:解中成员问题的任何线 
性判定树算法至少有深度 log 其中 tt ( IV )是的不相交连通部分的个数。这个结 

论依赖于性 质:关 联于树的一个叶子的 P 域是凸的。而当与 v 关联的函数的最大次数> 
2时,该性质不成立，因为在这种情况下关联于判定树叶子的域可包含《个 W 的不相交 
部分，如果依据叶子深度能限定陚予叶子的组成部分的个数，则也可以限定了的深度 & 
Steele ， Y a 0 与 Ben - or 等人解决了这个问题，得到下面的 结论： 

设 W 是笛卡儿空间 P 中的 集合， T 是解 W 中成员问题的阶 W 32) 的代数判定树 
若了的深度是力，且#(妒)是 W 的不相交的连通部分的个数—；0。这 
个结果是讨论下界的 基础。 
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第 1 章几何查找(检索) 


几何査找或者称几何检索是指在属性相同的一批几何对象（比如点、直线段、圆、多边 
形、多面体等)中定位某个指定的几何对象，或者在某个特定的域中寻找该域所包含的具 
有某种属性的所有几何对象 & 换句话说，几何査找包括两类主要的问题：（1 )几何体定位 
问题;（2)范围査找问题。本章主要介绍求解这两类问题的算法， 

一批几何对象所对应的数据称为文件，而指定的几何对象所对应的数据称为样本。几 
何査找就是在文件中査找样本 & 这里的査找常常不是将样本与文件中的项目匹配，而是在 
相关的文件中定位样本 & 如果在文件中仅执行一次査找 ，那么 就没有必要对文件进行预处 
理，否则，就有必要预处理文件 6 所谓预处理文件是指将一批几何对象所对应的数据按一 
定的结构存放。在分析几何査找复杂性时，预处理所需要的时间和存储空间不能忽略。 一 
般来说，几何査找的耗费包括询问时间（回答一次询问所要的时间）、存储(数据结构占用 
的内存）、预处理时间(组织数据或某种结构的时间）、修改时间(指定几何对象所对应的数 
据插入数据结构或从数据结构中删去所需要的时间)。下面用一个例子来说明询问时间、 
存储和预处理时间之间的各种折衷办法 

给定平面上点集 { A ， A ， 及边平行于坐标轴的矩形矩形 K 的4个顶点 
及坐标分别为问: S 中有多少个点位于内？也就是要 
确定有多少个点(: r ，： y ) 满足这是范围査找问题。 

解决这个问题的一种方法是逐点检査 S 中的点是否满足不等式 

假设检査一个点耗费的时间为一个单位时间，那么这种方法需要线性时间。另 


外， n 个点有个坐标，假设存储一个坐标耗费一个单位空间，则该方法的空间复杂性是 
000。这种方法不儒要预处理，如果回答 S 中一个点是否在 K 中所用的时间为一个单位 
时间，那么询问时间（回答 S 中哪些点在/?中所耗费的时间>为0(«八 

为了介绍解决这个问题的另一种方法*先引进向置优势的概念。点（向量 0( x ^> 优 
于， Cr '， y ) 当且仅当对于坐标:^和 3 ^>¥并且 用 Q(p (: c ， y y) 表示满足 Jrgjr 
并且 y <： y 的点 〆 y , y > 的数目这样，落入矩形及 (4 个顶点分别为 A , B ， C , D ) 的点数 


d 





N{A BC D) = Q(A) - Q ( 方） 一 Q(D) + Q(C) 

如图 M 所示。这表明，范围査找问题可以转化为 4 个点优势 

^ B _ a 询问问题。从 S 中的点向轴作垂线并延长垂线，这些垂线 

： ~ - ~ | 将形成个矩形的网格^对于任意给定矩形中的所有点 

' ^ - 是常量。这表明优势査找恰是决定给定点所在的矩形 

/I - ， ； 网格的嘟一个区域的问题。为了回答这个问题,先按两个坐标 

分类点（或者称按两个坐标对点排序），然后执行两次对分査 

1-1 范围査找相当于 找，寻找哪一个矩形包含此点 s 因此询问时间为 0( log«) a 但 

4 个优势询问 这种方法需要 CK « 2 ) 空间，因为有0( 〆 )个矩形 a 对任一矩形, 
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用 OGO 时间计算矩形的优势数，所以预处理时间为后来， Bemley 和 Shames 将预 
处理时间减少到0(^)。他们还提出了另一种方法，使得询问时间为0(1叫 2 «),预处理时 
间为 CK«lo g «), 空间减少到 Ohio 奶）， 


1.1 点定位问题 

点定位问题（即点户位于区域中）与点包含问题（即区域 ft 内包含点户)的含义是 
相同的，这类问题的求解主要依赖于空间的划分。在平面情况下*考虑直线段构成的平面 
划分（又称平面 剖分） ，并且这种划分形成的子区域是连通的 a 现在我们考虑下列问题。 

1. 1, 1点 g 是否在多边形户内 

问題 1-1 给定简单多边形 P 及点。如何确定 F 是否包含9或者是否在 P 内？ 

设简单多边形尸的顶点序列为厂，外，…，求解问题 1-1 的一种方法是过点9作水 
平射线/，如果/与 P 的边界不相交，则 g 在/>的外部。否则,/和 P 的边界相交，计数交点 
数并依据交点数的奇偶性可以判定点4是否在 P 的内部，具体地说，交点数为奇(偶)数 
时，点？在 P 的内(外)部。由于这里的多边形不一定是凸的，所以上述的判断方法对某些 
特殊情况是不适合的，要注意区分这些持殊情况，这些情況如图 1-2 所示1 



⑷ (e) </) 

图 1-2 几种特殊情况 


图 1-2 中 U ) 是正常情况,有一个交点。 （ b ) 有三个交点，这两种情况均表明点在多边 
形内部 .（ c ) 应该看成有一个交点 ( d ) 看成没有交点， （ e ) 和 ( f ) 有多个交点。我们想办法 
把送些情况区分开，为此引入两个函数 intersect(/i *6) 和 online 仅当 A 和夂 相交 
时 且不交在端点上时， mtersect ( U 2 ) 才为真，当户在 / 上时 online (/, 户)才为真，如果 />[>] 
和户 D + 2] 在/的两侧 f 则是图 l -2( c ) 的情况，如果 >[<_] 和户[/ + 2]在/的同侧，则是 

4 

图 1-200 的情况，如果化]和 ^+3] 在/的两侧 〈或同 侧），则是图卜 2(e) (或 (f)) 的 
情况。 

下面是计箅 onUne 函数和判断一个点是否在多边形内部的程序（设多边形有个 
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顶点 

var / > ； array[L • «+ l] of point ； 

function online (i i line ； p : point) : boolean ； 

var dxfdyfdx] ^dy x ： real ； 

begin 

dx — l - p 2* J ~ pi * 

dy—l-pz* y_L p\，y 

d:r 、 —p,x 一 人 p\^ jt 

dy'—p* y_i - 卜 y 

online <-(dx * dy x ~dy ^ dx } =0) and 

idxy * —c/x)<0 or dv[ ^ —dy)<0) 

end } 

function inside (^ ； point) j boolean 
var ：integer 

l y sline 

begin 


/ 卜 p 2 —q 
/ M / > 2 , maxint 

for i = l to n do 
begin 

夂- P\^-pin 

p 2 ^~plt + ^ 

if intersect (/j U z ) or online (/] ♦/>[/ + !]) 
and [not online (/ and not 
same 1 + 2]) or online (/, ,/>[f + 2]) 

and not same 1 (/■ ， />['] ， 户 [' + 3])] 
then c+1 


end 

inside^—(f mod 200) 


end 

其中函数 same 1 为 

same 1 = (dx * dy [ — dy * dx x ) ^ (dx * dy 2 — dy* djc t ) ^ 0 

由于尸有 w 条边 t 要检査每条边是否与/相交，所以该算法的时间复杂性为 o («) B 下 
面介绍判定点^是否在多边形 P 内的另一个算法,它是周埼德提出的。 

输人多边形尸的顶点序列…逆时针排列）及边…， 
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prt-\pm ， pttp\\ Ms 9 ( 了 0 ， JVO ) o 

输出 在 P 内或不在/ 1 内. 

步 1 求 h t …1>0的最大、最小值，设为: yTT ^ JVmm ， 对应的点为，: > W ) ， （ X ( ，: y min ) 。 
求 } 的最大、最小值，设为 dmi n ，对应的点为 in，：Vt ) ， ) 。 

步 2 用点 (/， JV ^ X ) 和点，: Vm , n ) 分割尸成左、右两部分和 /V 使得 

J f ^ M ' " Jf __ 

Pl = { (J‘t (^2 t^m.o-h| )(^3 ^min-h：> » 1 ( ， _ ， 3 ； min + 卜 1 ) ( ， : Vm^)} t 其顶 

点集记为 

" ^ ff '~~' " _ ■ ^ 貢 

P\ = { ， : >^")(:2 ，： Vm 叫 +■ > ， … ， (jc f ^y^ + J -l)(j：l 1 Vr^ir) \ t S 

顶点集记为/ 


用点 （/_， v ) 和点 （： r ■，: y 〖） 分割尸成上、下两部分 D , 和 A ， 使得 D , = 

((•3 T | nin ，3 ir l 〉 （ ^min 十 ] ，夕2 ) ’ ^ ^min 4* ] ,3 | P 2)(^' min . r 2 , 3 | P 3) t ***, ^^mirL •*•_.-■, 3^ )(* Xman ,3 lP l ) } ,其顶点集》己为 


lL _^ 

-^1 ~ i ^ ) ^^05*11(+ 1 ，力 ) ♦ (ItriM - L ^yz ) ( 了 max + 2 ,% ) ，… • (之 m^x + / — I , : V: )(Jmm ，： y5 1 * 其 

顶点集记为 

步 3 if Timn V ^ mm V V 力 ^ 

then 输出在7>的外部” 
else goto 步 4 

步 4 if .. 1 一 ^ 觀 “ ） — ）， 〆〆 — 义二 [ )+ (*r:y 關 + , — jr: +1 ： y mm _H-i) = (M = 1 ， 2, 


then 输出 、(〜•>) 在尸 2 上”，即在多边形边界上。 

else if ^ oCj . n .^ j - ,><^ r ； — 1 >== 0 ^ 

= 1，2, … 

then 输出 “ v (〜,: v 。） 在叉上 '即在 多边肜边界上。 

else goto 步 5 

步 5 if ( A €： Pz A piy ^ y ^) V 1 jo A ymn -^^ ya ) 

then 在中搜索跨越 y = y 。 的线段，即（: Vmj n —]<> Aq ( j 0 , 

- j - p- -- ^ 

Jo ) 在 C JT I ,^ 11 »[ 1 十/， 1 )(^\+ 1 * 3 ^爪 +1 ) 的左侧 ）V + \ 3 ^^ A 八 

在 (_^ m :_ 1 ) d ] ，3 W J 的 右侧》 并计数该类线段的数 
目，记为 A/ la 

if A/i 为奇数 then goto 步 6 
else 输出 " 点 9 在 r 的外部” 
else goto 步 6 

步 6 if ( pk ^ p \ Apjt y ^ y if ) V (: 十 i #： yo /\ 3w 十 〆 : y 0 ) 

then 在 P_ 中搜索跨越 : y=j 。 的线段，即 （ 3w 幻叫 > ： y & Ajvw +/ <>> AVa ， 

Jo ) 在 (A ’ 7 _>： + jr • I ) ( A + I ♦JmaK + ， ） 的左侧 ） V (Jmax 4 v I ^ s3^0 A 夕 rriM + ,^^ 3 ^ 
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在 tjvw + O 的右侧）并计数该类线段的 

数目，记为 

if A / 2 为奇数 then goto 步7 
else 输出“点？在/>的外部” 
else goto 步7 

步7 if i pt ^ ^2 A 0 ) V ( jTmiii+i - I 7^- Tci A vTtnin + i V ^ X [> ) 

then 在中搜索跨越 x ~ Xo 的线段，即 A jr mifl + p > jr 0 !\ qix ” 

3^0) 在 (^"mm + <- 1 13^i ^ ( Inwn 十* ,+ I 〉的左侧 〉 V ( JTmin + 1. — ■ ^0 A ^ mifi + 1. 文0 

Aqa 。，） 在 ( x _ 的右侧)并计数该类线段的数 

I 

目，记为 

if M 3 为奇数 then goto 步8 

else 输 出“点 9 在 P 的外部” 

else goto 步8 

步8 tf L )\ (\ piir ^Xo ) V (■^ mu - f - j - I A + ) 

then 在 R 中搜索跨越 的线段，即（: Ax — yO。AgOtv 

- } - 7 - ^ 

: yo > 在 (■ r nux -”- 1 )(工_+』，3^)的左侧 ） v (: r_+r i<Xo A x m „ + y > j：o 
八分(工0，>)在 <* x m j 的右侧）并计数该类线段的 

数，记为 

if M 为竒数 then 输出“点 g 在尸的内部” 
else 输出“点 9 在尸的外部” 
els < goto 步9 

步9 if (( A 6 F ； A V ( y n » n + i -\= yoAy ^ t = r y ^) A iipk ^： P \ 八户‘，>)\/ 

( 3^_1 十产] = y ^ 八 + > = ) 八（（内 A ^j = - To ) V (^ Vin+—l —*To A J " rnln f i 

— -r & )> A iifik 6 />; A pL~^y V =^0 A^r^+j — x,>)) 

then 随机选取适当小的 Ax>0，A>>0, 并且 （（〆(/，y)—g(：r e 土 Ax，jv。）) 
V <〆（〆，y )—/xtMjy。 士 A ： y)) v (〆（/，y )— 9 (X。 士 Ar* ： y 0 士厶: V>)> 

A 与 （1 ，; y _ + . 〉不相交 ） V (巧与 

(*3 T_r ♦ + I ) 1 ，3 WT + f ) 不相交 ）） 

步 10 ^，goto 步 5 

定理 1-1 箅法正确地判定点 g 是否在多边形内部。 算法乙 .，至多需要 OG ) 次四 
则运算和0(«)次比较 fl 

证明如果点在多边形 P 的内部，那么射线: y => 与 P 的边第一次相交之 
后便穿过多边形的边界而进入多边形的外部.如果该射线延伸后再与多边形的边相交(第 
二次相交），射线便又进入多边形内部，依次类推 & 这就是说，如果点 g 在多边形 P 的内郜 
时，过点9的四方向的射线必与多边形的边相交奇数次 9 同理,如果点^在多边形的外部 
时，至少有一条射线与多边形的边必相交偶数次(包括0次） a 这是该箅法的依据 a 
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算法的第 9、10 步处理几种特殊情况，即射线 ^ = > 穿过多边形顶点或与一条边重 
合。此时便改为考査点 〆 usy ) 是否在多边形 p 的内部。由于算法的第9步保证了 

^与多边形的任一条边不相交，所以点 〆 与 C ? 同在多边形的内部或外部，这样便可以把 
“判定点</是否在多边形内部”的问题转化为“判定点 y 是否在多边形内部”的问题。因此 
该算法能够正确地确定点 g 是否在多边形内部> 

在一般情况下，算法 I .,于步5、步6、步7和步8终止的可能性较大,而经步9、步10 
后的循环的可能性很小. 

算法的第1步求最大、最小值，耗费2「3«/2 — 21次比较第2步需要线性次比较， 
这是因为输入时多边形的边及顶点已按逆时针方向排列.第2步的工作是用4个点断开 
这种排列，即在已排序点列中寻找点第3步耗 
费常数时间，第 4 步判定点 g 是否在多边形 P 的边界上，至多需要 h 次乘法和次加减 
法0 


第5,6,7,8步分别计算 A /，， A / 2 , W 3 和 AA ， 至多需要线性次比较和线性次判定点在 
有向线段的哪一倒,而判定一个点在有向线段的哪一侧只需要12次乘法，所以耗费线性 
次比较和线性次乘法便可计算出，财与财< 的值。 

算法 Z M 的第9步处理几种特殊情况，霈要线性次判定两线段是否相交，而每次判定 
两线段是否相交仅需10次乘法，所以第9步至多箝要 0(〃） 次乘法。只要合理地选取 Ar 
或转入第5步的循环次数便可得到有效控制。比如，由点 ？ (: r 。，：^) 引出的水平射线穿 
过点这表明这时可以选取 〆 的横坐标为纵坐标为 = 

丨（^ ] 一$)/2丨0^ 1 是点九 +1 的纵坐标,并且^与<?同属于多边形的内部或外部，即^与 
多边形的边不相交在这种情况下，转入第5步的循环一般只要进行一次即可判定点 g 是 
否在多边形内部， 

总之 ，算法 在最坏情况下至多需要线性次比较和线性次乘法及线性次加减法。 

证毕。 

假设 P 是凸《边形，取 P 的任意三个顶点作为三角形的顶点，作该三角形的形心，设 
为 t 显然^在 P 的内部。然后从 z 出发，作过 P 各顶点的射线，有《条射线，这些射线将 
平面划分成为《个楔形>的每条边又将相应楔形分力两部分 : J P 的内部与尸的外部 4 以 
z 为坐标原点*由于射线以角次序出现，所以可以用对分査找判定点^所在的楔形。然后 
再判定 g 位于相应尸边的哪一侧*便可确定 ？ 是否在 P 内这种方法的预处理包括寻找 
P 的内点^以及组织数据使之适合于对分査找 & 由 
于事先给定了序列久…，所以用 Oh ) 时间 
能建立适于对分査找的二叉树.具体査找9是否在 
P 内只需要 CKlo 奶)时间。 

为了能进行对分査找， P 的顶点一定要关于点^ 

按顺序出现。当 P 为星形多边形时，如图 1-3 所示， 

关键是要找到点〜使得整个在 p 内，这 

样的=点的集合称为尸的核。可以证明，在线性时间 图^ 一个星形多边形 
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内可以确定多边形尸的核（若非空 h 这样，选择7点并产生楔形的时间限界不会超过线 
性时间 a 因此，用 O ( logrt ) 时间和 0( r 0 空间能回答《个顶点的星形多边形的包含问题，其 
预处理时间为 

当 P 是任意简单多边形时，可以先将 P 分解为若干个凸多边形，然后再用上述方法 
回答多边形的包含问题。 

112 确定点 g 在平面剖分中的位置 

平面图总可以嵌入平面,它的边映射为直线段，这种嵌入的图称为平面直线图，记为 
平面直线图 G 确定平面的一种剖分，若 G 的顶点度数不小于2,则该图的有界区域是 
简单多边形 a 假设 G 是连通的 9 

对平面剖分中的每个子区域逐一检査，可以确定点9所在的子区域，但这神方法耗费 
的时间多，不可取。为了加快定位点 g 的速度 ，一种 有效的方法是将平面直线图 G 的所有 
有界区域组织成二叉树结构，然后进行对分查找9下面介绍几种方法。 

1. 水平长条方法 


给定平面直线图通过 G 的每个顶点画一条水平线，如果 C 有 n 个顶点并且没有 

. 两个顶点的 y 坐标相同*则平面被划分成 n + 1 个水 
平长条，如图 1-4 所示。依据顶点的^坐标分类这些 
： 水平长条，然后执行对分查找，耗费 OUogW 査找时 

- 间可以确定点？所在的水平长条 & 

- 每个水平长条均被 C 的某些边划分成梯形或三 
：；： 角形。这些边可以从左至右排序♦也就是说，位于同 

^ 一 水平长条中的梯形或三角形可以从左至右排序， 
=：： 然后利用对分査找，耗费 0( k > g «) 査找时间可以确定 
图 I - 4 平面直线图顶点确定的 点 g 所在的梯形。 

下面讨论这种方法所需要的预处理时间和空 



间。显然，每个水平长条可能有 0 U ) 条线段，分类这 
些线段耗费 O (« l 0 gW 时间，分类《个水平长条中的线段所需要的时间为，存储 
空间为0(^)。 


降低预处理时间 OCVlogW 的一种方法是采用由底向顶的水平扫描方法， G 的每个顶 
点是事件点 . 在事件点处，扫描线状态要修改并读出 + 该读出恰好是下一个水平条中线段 
的序列 & 一个水平条中可能有 OOl ) 条线段，将这些线段组成二叉树 t 耗费时间。对所 
有水平条都如此处理*所以预处理时间是0(^)。存储空间仍为0(« 2 ) 6 

上述方法的优点是查询时间少，仅为 OUogW , 而缺点是，所需要的预处理时间达到 
0(^) 并且存锗为下面介绍存储为 OU ), 査询时间为 OUogi ) 的方法。 


2. 链方法 


引进几个概念，包括链、单调链、链的单调完全集、正则图等，并同时介绍一些算法. 
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链 (〜 ，…，〜>是一个具有顶点集 U! ，… a f 和边集 Ua m 1/= 1 — 1 } 的平面直 
线图可以把链理解为一条折线 & 给定点 <7* 判定点9在 C 的哪一侧，与测试多边形是否包 
含点9基本上是同一个问题.如果对链 C 加以适当的限制，则可以更容易地判定点^/在^ 
的哪一侧，因此下面引入单调链的概念。 

若正交于/的一条直线恰好交 c 于一点 t 则称链 r 关于直线/是单调的，如图 1-5 所 
示。链 c 的顶点在/上的正交投影 
是有序的*因此可以组织成二叉树结构*故能用对 
分査找把询问点^在/上的投影 /( q ) 定位在唯一 
的区间 (/u) ju + i )) 中，然后再判定 v 位于线段 
的哪一侧。这个过程耗费 O(log/0 时间便可 
确定点9在链 C 的哪一侧 4 

利用单调链能快速定位询问点心这就提供了一种解决问题的方式.即先将平面直线 
图 G 转化成多条单调链集，然后再定位点^下面引进 G 的链的单调完全集的溉念 

设链集 S = MCv , C „} 中的每条链 = 关于直线/单调,并且满足条件（1> 



UG ;(2) C , ，…,〜是 C : 的顶点，如果 v …，心，《㈣，…，〜不是的顶 

I 

点，则这些顶点位于 Q 的同一侧.称集合 B 为 G 的链的单调完全集注意 .G 的一条边能 
属于 S 中的多条链，另外，条件 (2) 意味着万中的链是有序的，因此对 B 可以应用对分査 
找*其中基本操作不是比较，而是判断点在链的哪一侧 & 因此，如果 S 中有 w 条链,且最长 
的链有/>个顶点，则査找所需要的时间至多为 0(k>g/>* logmK 如果。有《个顶点，则査 
找时间的最坏情况的上界为 0(log\) t 



设平面直线图 C 的顶点为…其中顶点下标与其坐标满 
足当且仅当… < iv , 或者若化=〜，则…若有整数 

使得^和^是 G 的边，则顶点&称为正则的，如果 G 的 
每个顶点都是正则的除外），则称 (； 为正则的 & 图 1-6 是正则 
图的一个例子 u 可以证明正则图容许有关于 y 轴单调的一个链的完 
全集 b 轴即/直线 K 


图 1-6 疋则平面直 
线图的一个例子 


当/<_?时，规定切与％之间的边为 xu^ 因此可以用 IN(~) 和 
0UT(O 表示％的进人和外出的边集,并且 IN(%) 中的边按逆时针 
排列，而 OUT(%) 中的边按顺时针排列。由于 G 是正则的，所以这两个集合是非空的(^, 
h 除外人然后利用 由巧至 的第一遍扫描给各边賦权值及％- ，至％ 的第二遍扫描再 


次给各边赋权值，并且使各点的出入度数相等 & 最后依据各边权值生成 C 关于^轴单调 
的链的完全集。 

上述方法是 Even 提出的，该方法是在假设 G 为正则的条件下完成构造链的完全集 

的工作 ，剩下 的任务是如何把任意一个平面直线图变换成正则平面直线图。利用水平扫描 

线来回扫描，并补充某些线段使非正则顶点正则化的方法可以解决这个问题。这种方法的 
时间复杂性为 OUlogJ， 空间为0<«). 

由于" 个顶点的平面直线图可以具有 0( 条链，每条链有 0( W) 条边，故査找 
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时间可以达到上 f O ( l 0 gW 如果将链自左向右进行编号，然后组织成二叉树，则査找结 
构的空间耗费为 


总之，链方法在预处理时间 OGlogn )、 空间复杂性000、査找时间 o ( logk ) 内能完 
成《个顶点平面剖分中的点定位. 

对于 n 个顶点的单调多边形来说，用0(1<>仍)时间能判定单调多边形中的包含问题。 
下面介绍另一个由周培德提出的算法，该算法不仅将平面直线图 G 变成正则平面直 
线图，而且构造了链的完全集 . 这就是说，上述两项工作(平面直线图变成正则平面直线 
图； 构造链的完全集）由一个算法完成。 

算法 

输入 平面直线图 G 的顶点集 V ={ zr ], h , …， lU 和边集… wJ ， 与顶点 
n 关联的边按逆时针方向排列，记为 A ，々，… 〆 〜，… 


輪出 图 G 的完全单调链集 i ={ Q ， C 2 ，…， Ch 


步1求顶点集 V 的凸壳，设^是凸壳顶点（凸壳的边不一定是也中的 


边）。 


步2求凸壳直径，设“ “是直径的两个端点，一“分凸壳为两则与 C 2 。 


步3各点 ViU = l ，/ i ) 垂直投影到上*并按投影点的了 
(或 y ) 坐标排序6 &(直径,^>表示〃.在直径上的投影点的 x 坐 
标;表示与 h 连续相邻关联的第^个点;是与直接 
相邻关联的2个点，如图 1-7 所示 

步4按照与 A + i 分别为 A 的入边及出边，并且 A 的另一 



图 1-7 与 v . 相邻关 
联的点 


端点的另一端点在^上的投影点的工坐标呈递增序排 


序”的规则，连续选边及顶点（即累接方法)构成链。删去已选边及度数为0的顶点，更新^ 


关联边的编号。由 d 或凸壳顶点或度数不为0的顶点开始,并从凸壳一侧 (或两 侧 C 1 ， 
C 3 ) 逐层向内按上述规则找出链 C lf C 2 ，…, C a 直至剩余边集与剩余顶点集均为空。 


步 S if C , (2</< r ) 不以^ J 为端点 then 延伸 C , ，使以^、为端点而且 C 

与 C + pCh 互不交叉,但可能有共同的边， 

步6检査不能延伸（累接) 到“ 、的链的端点 

if Vi - itVi +\ t ，％ + *-1(直径，足）<(或> )Z\ (苴径， 1) 八 U + * (直径 ，JT )> (或< ) 


直径, X ) 

then 连接奶与加入£，按步 4规则构造链 & 


定理12 给定任意具有 n 个顶点、 m 条边的平面直线图 G，Zu 算 法正确地求出 C 的 


完全单调链集賞,且算法的复杂性为 0(« log «) 次比较和次乘法。 

证明算法4. 2 的步1求出凸壳的顶点…，“。然后步2求凸壳直径 


将凸壳分成两部分 C 1 与 C ^ C 1 为寻找链集 V 提供了起始位置。当组成 O 的边都属于£ 
时,否则由“开始，沿与^关联的并最靠近^的边，按步 4 的规则选边与顶点, 
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进入 Ch 确定 c 之后，刪去进入的边及度数为 0 的顶点，并修改 G 中顶点关联边的编 
号。重复步4,直至剩余边集、剩余顶点集为空.由于每条边一经选入某链 c , t 它便立即被 
删去，因此 C , 与不可能有共同的边。又由于选择奶的入边与出边时，要求八的另 

—端点…和的另一端点在上的投影点的 x 坐标保持递增序，所以找出的链 G 对 

于某直线(即凸壳直径^)始终保持单调性.步5的工作使所有的链都以和“为端 
点，某些链有共同的边6由于 C , 对直径是单调的，而延伸（累接)不会破坏单 

调性，所以延伸（累接)后的对直径是单调的。 若 G 中有一些点在^上的投 

影点相同，则可将^旋转一个小的角度，使其投影点不同或按步4的规定也可以得到不 

同的单调(对于来说)链集(此时某些边垂直于 =) .步6处理某些特殊的顶点，在 C ； 

中添加某些特殊的边，使构造的链都始于 i 而终于并保持单调性 。 总之，箅法正确地 
求出 G 的完全单调链集。 

算法的步1求凸壳耗费 0( n log «) 次比较 fl 步2求凸壳直径需要 OU ) 次乘法和 Oh ) 
次比较。步3求垂直投影点需要 OU ) 次乘法•再用 OGlogn ) 次比较可以完成投影点的 x 
坐标 排序。 步4和步5耗费 0( t £：|) 次比较可处理特殊点因此算法的时间复杂性为 
Oblogn ) 或0(|£丨）次比较和 OU ) 次乘法， 证毕, 

上述 Z ,. £ 算法采用了与 Even 算法不同的方法解决了平面直线图正则化问题，并求得 
G 的完全单调链集，其复杂性与 Even 算法（只完成构造链的完全集工作)有相同的阶。本 
文算法不仅将 G 正则化，而且求得 G 的完全单调链集，另外还确定了 G 对哪条直线单调。 
一个算法完成了三件工作，因而优于 Even 算法 

图 1-8 与图 1-9 是算法应用举例 W 图 l -8( a )、 图 1-9 U ) 执行^算法 * 得到图 1-8 
( c )、 图 1-9( C ) 所示完全单调链集 & 





( b > 


(c) 


1-8 乙. 2 算法举例 




囝 1-9 算法举例 
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3. 三角釗分加细方法 

三角剖分加细方法是 Kirkpatrick 提出的 a 假设 n 个顶点的平面直线图 G 是一个三角 
剖分，它最多有 3^-6 条边 & 由 G 开姶，构造一个三角剖分序列，然后将该序列组织成便 
于査找的结构形式7\最后确定询问点 V 所在的三角形域 & 

构造 G 的三角剖分序列&,心，…，&…的算法 如下： 

步 1 U—G 

步2 刪 去又的非邻接的非边界顶点(设为…，心）的集合以及它们关联的边, 
G 内产生若干个新的多边形 

步3三角剖分 pS ) = 1 

步 4 重复执行步2和步3,直至内没有顶点 . 

上述算法每循环一次，产生一批新的三角形 6 构造&时，产生的三角形记为或简 
记^)，有的三角形可出现在多个三角剖分中。为了便于査找，要建立一个査找数据结构 
它是一个有向的非循环图，其结点代表三角形，如图 M 0 所示，图 l - lO ( a ) 中，表示三 
角剖分序列 t 画圈的顶点表示将要 删去的 顶点，在图 l -10( b ) 中 •了以 分层方式表示，每层 
对应于一个三角剖分，每个结点代表一个三角形。 



( b ) 

图 1-10 

( a ) —个 H 角剖分序列 < b > 与对应的有向非循环图 


建立数据结构 T 之后，沿 T 的路径 (从根 至叶）进行搜索，原始操作是“包含在一个三 
角形中”(用 0(1) 时间可以完成 h 开姶时，定位7是否在义^中，然后沿一条路径向下、最 
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后在 属于 & 的一个三角形处终止。假设搜索进行到 6\ 这表明点 7 位于乂 的某个三角形 
& 内，由于 ^ 是 *^ 的加细，所以在圪的进一步细分 ( 更小的三角形）中测试是否包含点 
^ 表 /,(«) 存放的结点 w 为根的所有子孙，并用 Tnan(w) 表示对应干结点 // 的三角形，则 

査找算法描述如下： 

Procedure point location 

begin 

if v 各 Trian ( 根） then 点 g 属于无界域 
else begin 

根； 

while L(« )^0 do 

for 每个 v^Liu) do 

if ^^Trian(r) then u—v 

print u 

end 

end 

可以证明结构了中, AU)=0(log")， 存储结点耗费 0(«) 空间。另外，删去顶点时，依 
据“度数小于 M = 12) 的非邻接顷点”选择顶点集合作为删去顶点，构造《个顶点的三角 
剖分图 C； 需要 OUIog/j>a 寸间 * 这也是三角剖分加细方法的预处理时间 & 由于 /rU) = 
OUogW， 而处理中每个结点的耗费为 0(1) 时间,故査找时间为 OClogrth 因此，三角剖 
分加细方法耗费预处理时间 OUlog«) 、査找时间 OUog«) 和存储 OU) 可以完成^个顶点 
平面剖分中的点定位6 

4 . 梯形方法 

梯形方法是水平长条法的进一步发展，水平长条法要避免长边 (即 与多个水平条相交 
的边 K 但长边对于梯形法却有利。虽然梯形法的査找时间较水平长条法多一些，但梯形法 
易于实现，井且存储耗费也低于水平长条法.下面先介绍两个概念，然后描述梯形方法并 
列出复杂性. 

梯形是一个四边形，其中有两条水平边，而且可以是有界的或单侧无界的或双侧无界 
的； 另外两条边（如果存在的话)是平面直线图 G 的边（的一部分），并且没有 G 1 的边穿过 
该四边形的内部 。 

梯形方法不要求三角剖分 G ， 甚至不要求边是直线的。假设平面直线图 C ； 的顶点集 V 
按其^坐标递增序分类，而边集 E 按偏序关系<来排序。 

设^ 和&是 £中的两条边心 O〆 读作在^的左边 ，表示 有一条水平线与两条 
边相交，其交点分别为^,^，并且^在^的左边. 

构造査找数据结构的过程是一次处理一个梯形匕即把尺划分为更小的梯形，开姶 
时用过 G' 的一个顶点 A 的水平线把尺分割为 下片 & 和上片 R,,p, 的纵坐标:^是内 
顶点集合中的中值，即 ^- . 然后从左到右扫描与友相交的 G 的边串，且分为两串 , 
分別属于 /? t 和扫描碰到 G 的边 * 此边就是新悌形的右边界，如图 1-11 所示。 
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( b ) 


图 Ml 

梯形 /； ( b > R 被划分为小悌形/^,/? 4 ,私.札和尺： 

与图 l - ll ( b > 对应的梯形査找数据结构，如图 M 2 所示了</»表示对梯形及进行对 
分査找的树结构。其结点分为 两类: 若关联的测试对应于 
一条水平线，则为三角形 结点； 若关联的测试对应于包含 
g 的一条边，则为圆形结点。显然， r (/?> 的根结点是一个 
三角形结点，此结点对应于 G 的一个顶点，该顶点的纵坐 
标是梯 形反中 G 顶点纵坐标的中值。在査找树中有《 — 2 
个三角形结点 . 

构造梯形査找数据结构的步骤 如下： 

步1计算内平面直线图 G 顶点的中值纵坐标。 

步2划分上片和下片为梯形，并对上、下片产生串 
= 的项是边和树（比如图 1-12 中 ， K = 

4 

TiR^e z T(R 7 ) ,U t = T(R^e x T(R,') € {nR ,)) , 

步3均衡两个串仏和<7~ 

用经典的计算中值算法在 0(| V |) 时间内可以完成步 U 但另一种较简单的方法是* 
将梯形内 G 的顶点按: y 坐标递增序排列并存于一个数组中，然后一次访问能找到此数组 
的中值，并对边序列扫描两次。第一次扫描时 + 用陚予梯形的名称来标记每个顶点，并构造 
每个生成梯形的顶点数组 & 第二次扫描中，产生串 tA 和最后把树和边的交错串 (7= 

插入均衡树。梯形中 G 的顶点数作为对应树乃的权值 t / 的权 

r 

W(U) = 入 

)=■ I 

利用对的归纳法，可以证明该均衡树的深度500至多为 3 logl ^( i 7) + 
riog «'| +3,对于平面直线图 G 来说因此 G 的査找树的深度至多为 
4 flog^l +3,这就是说，梯形法的査询时间至多为 4 logn 次测试。另外，计算中值耗费线 
性时间.而均衡 X 作耗费 OGlogW 时间，所以构造査找数据结构需要 OhlogW 时间.对于 
每条边段，査找数据结构有一个圆形 结点， 且对于 C 的每个顶点有一个三角形结点*因此 
梯形法的空间耗费为 Ohlog ;^ 总之，梯形方法耗费 CKnlog «) 存储和预处理时间，至多用 
4 log « 次测试能在 n 个顶点的平面剖分中定位一个点。 



图 1-12 与图 l - n ( b > 对应的 
梯形査找数据结构 







12 范围查找问题 


范围査找问题是点定位问题的对偶问题。指定 d 维空间中一个域 D (称为询问域），范 
围询问是报告包含在 D 中点集 S 的子集 V ，或者计数位于内点集夕中的点数.前者使 
用集合并运算而后者使用加法运算 a 

维空间中的每一个维表示与该空间中点关联的一种信息时*对域 D 的査找 
称为 d 重査找。比如査找某单位年龄在25至35岁之间，工资在1000元至2000元之间的 
人员名单，便是2重査找。 

询问域 D 是根据询问的性质来确定的*大多数询问域是矩形域、超矩形域(即不同坐 
标轴上区间的笛卡尔乘积，又称为正交询问>或者圆域。 Z > 为圆域时4吏用了邻近概念。为 
了回答范围询问，必须要建立^维空间中点集 S 的査找数据结构，这种数据结构分为諍 
态的（一旦建立起便不再修改)和动态的（对项可以册 (除或 插入）两种。建立这神数据结构 
将要耗费预处理时间和存储空间，此外 + 询问时间也是一种要考虑的时间开销 U 当静态的 
査找数据结构建立之后，主要考虑询问时间和存储.因此用耗费对 (存储 、询问时间)来描 
述范围査找方法的特征。对于实际问题的不同要求，可以选择相异的査找方法，使其在存 
储和询问时间之间进行折衷 a 

询问时间依赖于点集 S 的大小《和包含在 D 内的子集又称存取集合)的大小，还 
依赖于询问类型（即集合并运算或加法运算）。报告型询问要报告 V 的 々个成 员的名称 + 
而计数型询问则报告一个整数 W 的基数处理一个询问时有两种操作类型： 

(1) 査找，产生存取集合项的換作(通常为比较序列 h 

(2) 检索，收集询问响应的操作(对于报告型询问，是检索存取子集 ） a 

在计数型询问中，计算工作是指査找，此时，最坏情况询问时间是点集 S 的大小 W 和 
维数 d 的函数报告型询问中 t 计算工作包括査找和检索两种操作，而且后者部分 
以 X 的大小々为下界。若要求询问存取 y 的成员，则两种类型询问的査找具有相同的耗 
费。如果允许用比目标 V 稍大的母集代替存取集，则有可能减少存储耗费并增加检索工 
作部分的査找操作耗费，这种査找称为过滤査找。因此 ，报告 型询问的询问时间的一个上 
界可以表示为0</(«，心+是若存取的为检索集，则其中两项分别解释为査找 
时间和检索时间 . 

由千输出长度和々成比例，所以幻(々)是检索时间的平凡下界，另外，利用二叉判定树 
模型可以证明査找时间的一个下界是而动态询问系统査找时间的一个下界是 
OiOogn ) 4 ). 最后，是査找数据结构所需存储空间的一个平凡下界。 

下面介绍几个范围査找算法。范围査找的最简单实例是一维范围査找问题 :假设 《个 
点分布在^轴上，询问范围是区间 [ ad ] (称为 r 范围 K 利用对分査找方法 (即 平分被査找 
的有序集)可以有效地进行査找 6 这种方法采用均衡二叉树的数据结构，其叶结点另外被 
连接作为反映横坐标次序的一个表。査找和检索时分别访问树和表。该方法的询问时间 
扒 log «+ h 和存储扒都是最优的， 
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1-2. 1 多维二叉树 ( A -/> 树)的方法 


给定平面上 U 个点的点集&交替使用平行于 X 轴或 J 轴的直线将平面平分成两个 
矩形（有界的或者无界的），这呰直线过 S 中的点，并且使直线两侧 S 内点的数目近似相 
等。这里的矩形是 I 区间 [ ud 和 j 区间 [»:] 的笛卡尔乘积 
1^山=1,2)可以为一％，+〜 & 显然，这是利用分治思想设计的一种方法。 

上述划分平面的过程可以与一棵二维二叉树 T 联系起来。划分过程中所产生的矩形 
分別赋给7’ 中相应的结点.即结点I ，与矩形关联,且点集在矩形中, 
也就是说， T 中结点^关联于的一个选取点/ >( t ，) 以及一条通过且平行于一个 
坐标轴的切割线. 

开始时，定 义丁 的根并设置尺(根）为整个平面， S (根 ）= S ! 然后确定点户使 x { p ) 
是 S (根)的点的I轴坐标的中值。过点 f 的直线(平行于^轴)把 S 分为两个大小近似相 
等的集合（平面被平分为两个半平面，用 仏和& 表示），&和私被赋给裉的两个子结 
点^继续分割下去，当该过程达到一个不包含任何点的矩形时，终止该分割过程，对应的结 
点是 r 的叶 结点. 上述分割过程及对应的二维二叉树 r (即 2-D 树)如图 1-13 所示 






图 1-13 二维二叉树查找方法的说明 

在图 M3 中，〃 =11，二叉树中有三种不同类型的 结点： 圆形结点表示垂直切割线的 
非叶结点;方形结点表示水平切割线的非叶 结点; 而实心结点表示叶结点 

范围査找中 2-D 树的用法如下：当关联于了的结点^的矩 形域穴 (xO 和矩形范围/> 
的交非空时，过户 (W 的直线把 i?(iO 分割为两个 矩形尽 和見。若£>0及 b) 整个包含 
在/?山=],2)中，则继续査找一个（区域，范围)对(尺,另一方面，若由分割/>0 
只 ( ”> .这表明 /(tO 和 D 的交非空，所以 D 可包含 piv ). 因此，首先要测试 户 (zO 是否在 D 
的内部 a 如果在 X> 的内部，则把它放入检索集合，然后继续査找两个（区域 * 范围)对 (/f M 
Z >) 和若査找工作达到叶结点，则终止范围査找。了的结点 r 带有三个参数 
(户 ( 10，/<^)^6)),其中点>(10已被定义，另外两个参数共同确定直线/(10,即八口)表 
明/⑹是水平的,或者垂直的/而且在第一种情况下，办)是直线 y=A /⑻，而在第二种情 
况卜'/(^>是直线 t = 穷:法把检索的点放在表 U 中（开始时为空）。 D = [^ t ,.rJ 

XLv ^ h ] 表示询问范围。査找算法描述如下： 

* 2 S * 



procedure SEARCH (v^D) 
begin 

if z(u) = 垂直的 then [/,r]^[jr M x 2 ] 

else U— [ 力， : V 2 ]; 
if then 

if piv) G D then U<^p(v)\ 

if 叶结点 then 

if KM(v) then SEARCH(Lson[^], /)) ； 
if M ( 汜 ）0 then SEARCH(Rson [^]*D> 

end 

对图 1-13 所示例子的査找过程如图 1-14 所示，图 l-14(a) 中虛线表示询问范围/>， 
图 M4(b) 中虚线表示査找算法执行的 T 的结点的访问。在査找访问分叉的结点处（比如 
九汐 3 ，仏,/^,/^，化，％)要进行点是否包含在0内的测试。星号 （* ) 标记的结点是测试 
成功的结点，且取出该点 * 图中的检索集合为匕 



(to 

m M 4 图 1-13 所示例子的查找过桎 


设执行査找算法所需要的时间为 r(w， 初次平分点集 5( 求中值)耗费 o(«) 时间 j 
被分成&和：*它们分别有大约 | 1 1 个点，然后递归求中值并分割子集，所以 too 满 

足下述递归关系式 

T<n)^2T[j +OM 

求解该递归关系式得到 r ⑷，这是預处理时间。在 ' r 中每个结点处査找算法 
耗费常数时间 * 因此询问时间与查找算法访 问了的 结点数成比例6若 f(iO 被检索（生成的 
结点），则在结点V处利用了此 时间； 否则，结点是非生成的 u 7 1 的每个结点 P 对应于一个 
矩形询问范围/>和的交有几种不同情况，只要区分这些情况中哪些是生成 
的，哪些可能是非生成的，便可以证明，高度扣的 r 的子树中非生成结点数为 0( yr), 
这表明二维中询间时间为 0( 另外，存储耗费为扒 

上述方法可以推广到 d 维 M>2), 这时要考虑正交于坐标轴的切割超平面，并选取 
切割超平面的定向准则.用多维二叉树 U-D 树)作为 J 维空间划分的模型。可以证明，对 
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于用树方法，耗费沢办 log «) 预处理时间，办)存储，询问时间卜 
可以完成 d 维 h 个点集合的范围査找这表明 KD 树方法是一个 W 心办算法,但它 
的最坏情况的效率低，即可能生成满二叉树,因此要研究其他方法1 


1*2*2 直接存取方法 


该方法（又称矩形方法）的基本思想是预先计算所有可能范围査找询问的解并保留结 
果，然后进行一次存储存取便可以完成査找，所耗査找时间为0(1)。这个开销与本节先前 
给出的下界不一致，不过这只是表面上的不一致。 

给定平面上《个点的集合 s , i ± s 中各点画一条水平线和一条垂线。这些线划分平面 
为 (《+ i ) 2 个矩形。另外，给定范围乃=[: n ^] X [ i ， a ], 点户,(々,1)6矩形 q 以及点 
户 2(々，： y z ) e 矩形若在中移动久或九，则存取集合(即 y ) 不变 a 也就是说，矩 

形对构成关于査找范围的等价类。所以必须考虑的不同范围的个数的上界为 X 

(^^ 1 ) = o ( v ) »如果预先计算每个矩形对的检索集(耗费 ou s ) 存储)，则执行一次存取 

便可完成査找。为此，一个任意范围 d 必须要映射到一个矩形对，即一个任意点要映射到 
一个矩形*利用^点集的工坐标和^坐标集合上的对分査找能完成这一点 4 对分査找耗 
费 CKlog ”) 时间，再加上一次存取的 o ⑴时间，便解决了上面的表面上不一致的问题 6 总 
之 * 该方法的耗费为 (n 5 t1og«) fi 

为了减少上述方法(即矩形方法)存储耗费的巨大开销 ，一 种改进的方法是把一维査 
找和直接存取范围定位结合起来，即在指定 S 点集的横坐标对 (/,/) 之间的点集上进行 
纵坐标的二叉査找，用 CKlog 幻时间把一个: r 范围变换为[ 1 ，《 + 1] 中的一个 
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图 M 5 直接存取范围査找 



整数对 G，j)G<>)。 该整数对与直接査找数组中的一个地址对应，它包含一个指示字指向 


具有()一0个叶子的二叉树，如图 1-15 所示。这种方法的 
存储为 而査找时间仍为 CKlog~) fl 

另外， Bemley 和 Maurer 提出了一个多阶段方法 T 以 
2阶段为例 + 其思想是连续地使用一个粗标准规模和一个 
细的标准规模，一个任意的范围至多被分割成为三个区 


第一阶段(粗> 



第二阶段(细） M | I . _ |_|_LJ 

I I I I 

t 翁 u 

被定位的范 El t —— I - U 


间，其中粗的标准规模一个，细的标准规模两个，如图 1-16 图] -16 2阶段的直接存取方 
所示每个标准规模对应于一个直接査找数组。这种方法 法 的说明 


的耗费为 (nMogn)。 


1.2.3 范围树方法 


直接存取方法之所以有较高的査找时间效率，是因为构造了一批标准区间。本节介绍 

的方法是尽可能减少标准区间的数目，从而进一步提高査找时间的效率，这就是范围树方 
法的基本思想9 


在 J： 轴上给定 r * 个点的集合彳心这 n 个点将X轴划分为《— 1个区间[:■，/ + 

1]，（: = 1，《--1)。利用线段树7'(1，《)将区间0 1 ，；^]划分为2 riog«n —2 个标准区间 + 每 
个标准区间关联于 7X 1, 的一个结点，且确定[~]的划分的结点称为的分配结点。 



< b > 


图 1-17 范围树方法的说明 
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完成此项工作后 ，在査 找范围 D 中便可以使用线段树以二维情况为例，査找: T 坐标使用 
线段树 r ( l ，〃 K 该査找确定一个唯一的结点集(分配结点 K 每个结点 V 对应于 一 
个横坐标的集合，其中五 b ], 占 [ d 分别表示^所代表区间的末、始端点。同样处理这 
些点的 y 坐标，即组织成^方向范围査找的标准二叉树9这就构造了范围树的数据结构， 
如图 1-17 所示。图 l -17( a ) 表示: r 方向的标准区间的划分，范围 D (虚线表示的矩形)的 x 
轴方向被划分成三个标准区间，图卜 17( b ) 表示査找操作。图 1-17 所示范围树的基本结构 
从属于点集 S 的横坐标的线段树，该树的每个结点有一个指示字指向线索二叉树 a 

范围树方法可以推广到 JW >2) 维，其细节就不阐述了 . 在该方法中 • 线段树起重要 
的作用，它不仅是把区间分割为对数段数的一种工具_而且还为用分治法解决査找范围的 
划分提供了一种理想的途径。 

可以证明 J = 2 时，范围树方法耗费询问时间 OUlog / OX )、 存储 OUlogn ) 和预处 
理时间可以完成《个点集的范围査找 a 虽然査找时间稍有增加，担存储耗费已 
减少许多. 

另外，利用分层范围树方法可以更好地解决范围査找问题，其预处理时间、存储和査 
找时间分别为 CK / ilog «)、0( nlQgn ) 和 O ( logfi ) 

1*3 判定点集是否在多边形内 

上一节讨论了询问域是矩形域时.报告 D 内包含点集5中哪些点的一些算法本 
节将询问域 D 扩展为简单多边形判定点集 S 中哪些点落入多边形 P 内，下面介绍 
周培德提出的一个算法，该算法不需判断 S 中的每个点是否在多边形 P 的内部 & 其基本 
思想是，反复求剩余点集的凸壳 C , 只要判断凸壳 C 的顶点是否在 P 内，及 P 的顶点 （ w 
个点>是否在 (' 外，便可确定 S 中哪些点位于多边形 P 的内部。当平面上〃个点呈均勻独 
立随机分布时，其凸壳顶点数 r 与点集的点数《满足关 系式： 

C = 0( nl) 

因此，当第一次求得的凸壳顶点全部位于 P 内，并且 P 的全部顶点位于 C 外时，只要耗费 
Obi \ ogn )-\-0[ mn ^) =0(^ togrt )+0( nm j i 次比较便可确定 《 个点全部落入 

P 内，不必判断凸壳 C 内的 S 中的点是否在 P 内。 

厶- 3 算法(判定点集是否在多边形内部的算法） 

输人 《个点 •心) 的点集任意多边形/ 1 ，其顶点序列为户_ 
输出 点位于 P 内. 

步 1 /—I ， Sr*-S ， C r —0 ，(二 一 00 ， C 。一 0 。 

步 2 求 点集& 的凸壳设 ，化…小丄 
步 3 if P 的所有顶点在 C , 的外部 AC , 的所有顶点在尸内 

then 输出 “ C ; …， C :- 〗，乂在 P 内'终止 
else if P 的所有顶点在 C _ 的外部 AC 的所有顶点在的外部的边与 

C ( 的边不相交 


• 32 • 


then 输出在 P 外”，终止 
else goto 步 4 

步 4 设 C: = {和 * q , z * … 在尸内，0在)，）= 0时 t C: 二 0,保留 C": , C ! — C t — 
Cl 0 

步 S c + 1,重复步2,3.4直到乂为空集， 

步6输出 “ C；，C (，…，匕^在尸内’’，终止。 

定理 1-3 给定平面域五=[0，>1] 2 中 m 个顶点 (A ，化 ，…，的多边形/>,设点集 S 
= 均匀分布于£中，则算法 Zh 正确地判断了 S 中哪些点位于 P 的内部或 

外部,而且算法在最坏情况下的复杂性为 max[0(mn)、0(/nlogn)] 次比较和 0«n) 次乘 
法，其中/是点集 S 的凸壳层数， 

证明 平面点集 S 与多边形 P 的位置关系只有下述三种情况 ; 多边形 P 位于点集 S 
之中； 点集 S 位于多边形 P 内：点集 S 中一部分点处于 P 内.如果先求出点集 S 的凸壳 
c， 则上述关系可以表示为: c 包含/>;/>包含 c;c ■与 P 相交 s 因此在第一、二种情况下，只 
要确定 C 的顶点与 P 的 K 点的位置关系便可正确地判定5中点的位置 fl 对于第三种情 
況，即 S 中有一部分点位于/>内，另一部分点位于 P 外，是采用逐次求凸壳 G， 井判断 

中各顶点的位置，保留位于尸内的 G 顶点(记为 dh 求出位于 尸外的 C, 顶点 〈记为 

直到发生第一、二种情况或剩余点集兄为空。这样，每次求得的 d 均处于尸内，位 
于尸外， Z,_., 算法是上述方法的实现步骤，因此该算法正确地判断了 S 中的各点的位置 
(位干 P 的巧部或外部）。 

算法的步1和步6只需常数时间。步2耗费 OUlog/0 次比较和0(«)次乘法可以求得 
点集5的凸壳判定1个点是否在尸内，用《9(/«)次比较；判定1个点是否在 q 内，用 
0(/,) 次比较 . 假定步2,3,4与步5的循环次 数为匕 即要求/次凸壳 A …, G， 每层凸 

壳所含顶点数相同，即 f 个顶点♦则一次执行步 3 需要叫子 ^+0(^ 子)次比较，步 

3循环执行/次，需要0(饥_«)次比较为空时 ，步 3才执行/次；否则，步3不必执行， 


次）。步4耗费 f 次比较可以求得步5用^次比较求得因此算法需要的比较次 
数为 


O(nlogn) + O 


n 


n 


log 


n 
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十 0 
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上述求得的复杂性是最坏惰况下的复杂性在大多数情况下* Zu 算法比逐点判定的 
方法要好得多。因为当5,#0，并且算法于步3终止时，5,内的点不必判定，便可确定是 
在尸内或/>外,特别是当点集 S 中的点服从正态分布，并且密度较高的部分位于 P 内或 
/>外时，该算法将获得较高效益 & 最坏情况下，算法 Z , .，所需要的乘法次数比逐点判 
断所需要的乘法次数少得多 

14 平面中线段集和空间中三角形集的正交询问 


1.2 节中介绍的分层范围树方法耗费 0( nk > g 〃） 存储和 0( log «) 査找时间解决了范围 
査找问题，后来对于 d = 2, Chaze ! le 把空间耗费减少到 0(« log «)/0( k > gl 0 grt ) fl 正交域査 
找的空间-时间折衷是一个重要课题 . 对于非点的几何对象，比如平面上正交线段集中的 
正交询问已经知道几个结果 ( Ch az elle ，1986 ; EdW r o , 1987)。另外,对象和窗口是非正交 
的情況下， Dobkin 和 Edelsbrunner &进行 了研究，他们是把这种情况作为空间细分以及 
单纯形域査找的应用来研究的 a 、 

本节讨论非正交对象中的正交询问，持别是 d 维空间中的线段和三角形，如图 M 8 
所示。为了区分非点对象集中的正交询问与点集中的正交询问，有时称它为正交限制 3 正 
交限制问题描述如下:平面上给定 n 条线段(可能相交）的集合 L 及矩形域 1)( 又称窗 
口），询间 A 中哪些线段穿过的边而进入 D 内 。 对于三维空间可以提出类似问题，只是 
把 L 改为三角形集并且 D 改为长方体域 6 




图 M 8 平面上的线段和空间中的三角形的正交限制 


下面介绍关于正交限制的一些方法。对于报告询问问题，一种方法如下 :分割 每个对 
象成小块，使每个小块近似于一个点，然后把正交询问应用于有关的点集，另一种方法是 
Edahim 提出的吊桶法。上述方法的有效性取决于输入的离散性及解析性质（比如，长度、 


面积、分布等），该解析性使得对方法的分析变得困难了，因此希望设计出的方法仅取决于 
输入的几何性质的某些离散参数. 


给定平 面上” 条线段.设/：是这些线段排列的复杂性（即这些线段的端点和交点的 
数目 h 如果有 0 (K + « k > g «) 空间可供使用，那么利用平面划分和相关的树结构可以构造 
出一个 CKlog «) 时间的询问结构 J 旦 0(/0 空间太大了，要研究空间-询问折衷以便在给定 
限界的存储中存储数据。 


给定 J 维空间中《条线段的集合.定义尺为把线段投影到二维空间所得到的排列复 
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杂性的和.显然，/: = 为简单起见，用符号石表示在多对数因子范围内的时间复杂 

性。下面既考虑计数询问又考虑报告询问。 

定理 1-4 对于任意可以构造出 J 维空间中 n 条线段的正交计数询问 

的 O(w) 空间的数据结构，并耗费万 （ /^)询问时间。而报告询问需要与输出规模成比 
例的附加时间， 

为了报告与正交询问窗口相交的线段，只要报告与窗口的每个小面相交的线段，这些 
线段必有一个端点在窗口中 & 因此，通过使用正交域查找可以找到 D 考虑垂直于第 J 条坐 
标轴的小面，如果把第 d 条坐标轴作为时间参数，那么线段集中的线段可以视为线性移 

动点的集合 。 如果考虑 J 一 1维正交域查找的那些点的域树，那么组合变化数是 0 ( K-h 

d 。因此，如果定理 I- 4 意味着 E 交域査找的对数询问査找结构 & 该定理给出了结 
构的空间-询问折衷 a 

类似地，可以求解 J 维情况下三角形集合中的正交限制。并且在 0 {/Kh + 
/S7/&) 时间内査询到距询问点最近的三角形。 

1.^1 吊床询问及推广的吊床询问 

本小节介绍吊床 (Hammock) 询问及推广的吊床询问的概念并阐述几个结果。考虑具 
有垂直坐标系统 Cr M T 2t 的 J 维空间。设只是 J 维空间以中维数同为 W —尺)的„ 
个仿射子空间的排列 t 给定具有常数面的 K 维凸域定义管 Z ( Q >= U 6 浐 …， 
rdeQh 称 2( Q )= Z ( Q > rM ( Ha 推广的吊床。如果々 = d — l ， 称推广的吊床为吊床， 
因此, / UW ) 是关于吊床的超平面的排列 。 

吊床询问 给定位干吊床中的一条询问线段，计数(或报告）与它相交的超平 
面，如图 1-19 所示 


- : mum 

图 1-19 吊床询问栉推广的吊床询问 (^ = 34=1) 

推广的吊床询问设 S 是 d 维空间中的— 1) 维仿射子空间的集合。令 Q 是々 
维凸集，并且之 ( Q ) 是 P 中相关的推广吊床，给定一个维正交窗 □ w 及一个走维 
矢量 “6 Q ， 定义 Z ( Q ) 中 W 的平移复制窗口 (口 ）I … 

⑽ d — 询问与询问窗口 TVG ) 相交的 S 的元索集合^ 

下面先考虑吊床询问，然后利用吊床询问求解推广的吊床询问。把推广的吊床询问应 
用于线段和三角形的正交限制时4为1和2。 

设对是„与相交于吊床内超平面对数目之和 .显然 

在对偶条件下，将”个超平面变换成对偶空间中的《个点，因此.吊床询问的对偶是 
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单纯形域査找的一种特殊情况.更确切地说，吊床询问的对偶是与超平面对的楔形有关的 
域査找*其中超平面的法矢量在 Q 中。 Mamuhk 给出了下述结果， 

定理 1-5 存在一个 OU ) 空间和 OU 1 ——) 询问时间域査找数据结构 a 对于任意正常 

数6预处理时间是对于《<切0 3 ,存在一个 O ( m) 空间和 O 4 log 3 «l 询问时 

m / 

间域査找数据结构，该数据结构在预处理时间内被构造出来。如果域 
是楔形，则询问时间为 0( 卜 

更进一步， Takeshi Tokuyama 得出 "F 述结果 《 

定理 1-6 对于心存在一个空间的数据结构,使得管中的询问线段所交的 

超平面数可以在0| | 1 + ^ log ^ n 时间内计算.在与输出规模成比例的附加时间内 

m 

可以报告超平面，对于预处理时间为 0(^ 〜）+石（彷），而 “>4时,预处理时间为 

O(n z )-\-0(tn) a 

证明略. 

下面考虑推广的吊床询问。如果 — 1,则推广的吊床询问是吊床询问的一种特殊 
情况 * 这里询问线段总是垂直于 Q 。 

对于 A + 么设 5(0 是通过把 S 投影到由 A ，■〜 x * 及: r , 坐标所生成的是+ 1维 

子空间得到的超平面集 & 易见，外)成为4 维空间中的吊床，定义 + 为 Q 

和^坐标的直积 (direct p 叫 duct ) 的管空间内 SG ) 的超平面相交对的数目。设财= 

2 Mo 

I 

定理 1-7 如果有 0< m ) 空间可供使用，其中那么可以找到有 
°(( 1+ ^^) l 0 gr ^) 询问时间的推广吊床询问数据结构，其中= 2 W — U + 

2(^-^)/(^ + 1>^<3时*预处理时间为 CKil+Sf 爪），而 扎为 

1.4.2 正交限制 

本小节将不加证明地介绍有关正交限制的一些结论。 

L 线段的正交限制 

d 维空间 P 中给定《条线段的集合 L , 预处理 L , 使得能有效地计数 (或 报告)与平行 
于坐标轴的窗口 V 相交的线段集 

设; V 是与 IV 相交的线段数,是 W 中端点数,为线段与观(即 W 的边界)之间 

的交点数 & 如果一条线段与相交两次，则计数两个交点。因此,= 由 

正交询问可以计算; V la 

这样，可以把线段正交限制归约为计数(或报告)穿过每个小面的线段的问题。在 P 
的笛卡尔坐标系彳: r _ * 中令 ，如果垂直于2轴的超平面是水平的，则计数 
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(或 报告) 与询问窗口 U / 的水 平面厂 相交的线段。设表示线段投影到由1 和〜 确定 
的二维子空间所得到的排列复杂性,定义 K 

把中的线段投影到 Z 轴得到区间集合/，‘ 尸, •…，尸>是这些区间的端点，将端点 
集合构成区间树。把/中区间存储在区间树中便产生了线段树 4 

定理 1-8 d 维空间中给定《条线段，对于任意可以构造 CKW 空间的 

数据结构，并且在 1 +E ] n \ og ^~^ n 时间内完成正交限制询问。 

\ ^ 

证明略。 

2. 三角形的正交限制 

d 维空间 P 中给定《个三角形的集合 L 预处理义使得能有效地报告与窗口 W 相 
交的三角形集合，并且 V 的棱相互正交 t 且平行于坐标轴. 

给定询问窗口 V ，如果 （1) 三角形 T 的一个顶点位于 W 内； （2) T 的一条边与 IV 的 
一个面 相交； （3)了与 W 的 W _2) 维面(称 为棱〉 之一相交，则 了与 IV 相交。利用线段的 
正交限制可以处理情况<1)和（2)。下面只讨论情况(3)。 

设 F 是 W 的棱，并且 F 垂直于由^和^生成的二维空间垂直投影到 H 上的 
象点记为"如果 F 与 T 相交，则 r 到//的投影包含 / u 但反之不成立 . 设 u //( T ) 是包 
含 r 的二维仿射空间，则有下述引理。 

引理 1-1 r 与 f 相交，当且仅当 r 投影到 h 上的象包含户并且 a // cn 与 f 相交 4 
由引理1-1，问题归约为推广的吊床询问 U = 2), 再由定理1-7,有下述定理 u 

定理 H 存在 o ( m ) 空间的数据结构使得在 0 ( ( K / m ) 1 + 

Ml / mi ) 时间内完成 n 个三角形中的正交限制，其中 <1) M 是彼此相交的三角形对的数 

目，如果把它们投影到轴的三维空间 1(2) 如果把它们投影到轴的二维空间，则 K 是彼此 
相交的三角形边对的数目。 

定理 1-10 存在空间的数据结构使得在 0 ( ( K / t « ) 士 + 
Ml / ml ) 时间内找到距询问点最近的三角形. 


第 2 章多边形 


多边形分为凸多边形与任意多边形。这里所说的多边形是指简单多边形，即边之间除 
顶点外不相交的多边形，它隐含多边形的每个顶点的度数为2这一条件。凸多边形是一种 
持殊的多边形。本章将首先介绍凸多边形，然后介绍任意多边形(简称多边形）以及多边形 
的三角剖分和凸划分(即划分成凸多边 形》。 


2.1 凸多边形 

凸多边形是一种特殊的多边形，它具有许多特性，比如凸多边形的所有顶点均在任一 
条边的同一 侧等， 因此在许多问题中常常将多边形分割成凸多边形，特别是分割成三角 
形。本节介绍与凸多边形有关的问题的算法，包括判定点是否在凸多边形的内部、确定线 
与凸多边形的交、判定两个凸多边形是否相交以及确定两个凸多边形的交。 

定义 2-1 由平面上若干条线段围成的封闭有界域称为多边形9 

其中线段?称为多边形的边，相邻的两条边仅在端点相交，其交点 
A 称为多边形的顶点。 

多边形的所有边组成多边形的边界，多边形的边界将平面划分成内部和外部两部分* 
其中内部是有羿的，而外部是无界的。这里定义多边形为平面的一个封闭有界域，但通常 
认为多边形是指多边形边界而不是域本身。下面用办表示多边形 F 的边界 

定义 2-2 多边形中具有共同端点的边称为相邻的边，比如与 是 两条相 
邻的边 . 若多边形中不相邻的边不相交，则称该多边形为简单多边形。 

定义 13与同一顶点 A 关联的两条边^7；形成的位于多边形内部的角 
P ： Ah 称为多边形的内角。 

定义 >4若多边形 P 的顶点序列九按逆时针方向排列，并且点 Ah 在 
的左(右) 侧， 则称点 A 为凸（凹）点，以凸 （凹） 点为顶点的内角 
定义 15所有内角都小于 n 的多边形称为凸多边形。凸多边形的所有顶点均为凸 
点。 

先求出凸多边形各顶点^坐标最小值所对应的顶点，设为/>,。然后，如果 Am 在 

^7：的左(右)侧(/ = &>，那么凸多边形顶点序列是按逆 (顺） 时针方向排列。对于任意 
简单多边形，可以先求出多边形顶点的凸壳，然后用上述方法确定多边形顶点序列是逆时 
针排列还是顺时针排列。 

凸多边形或多边形用其顶点序列…逆时针方向排列）来表示。另外，还可 

I 

以用均衡分层树的结构表示凸多边形，在这种表示下可以得到一些重要结果 . 

定义 24如果是至多有4个顶点的多边形； （2) P * = PK 3) 刪去的某些顶 
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点可以得到 , 则多边形序列尸，…，尸*是凸多 边形尸 的均衡分层表示。 

图 2-1 是有8个顶点凸多边形的均衡分层表示，多边形厂由 
8个顶点组成，从 P , 中删去顶点2,3,5,7*8得到多边形即 
由顶点 l ，4 d 组成 

如果把凸多边形边的序列存储在均衡树的叶中，即一个叶存 
储一条边，那么树的每一级对应分层表示中的一个多边形 t 如图 2-2 
所示 6 图中根结点是多边形 n = U ，5}， 深度为1的结点表示多边 
形/^ = {1，3,5* 7 ，1}， 即根结点的左子结点表示用边链 （1，3)，图 2-1 凸多边形的 
( 3 , 5 )代替7\的边（1*5)，右子结点表示用边链（5*7>， （7,1) 代替 均衡分层表示 
P , 的边(5，1\依此类推。均衡树中所有内结点（叶除外)所表示的 
多边形恰好是凸多边形/>的一种划分 




囝 2-2 凸多边形与均衡分层树 


利用上述凸多边形的均衡分层表示可以证明下述结论 

引理 2-1 在时间 0(”） 内可以构造凸多边形的均衡分层表示，其中《是凸多边 

形尸的顶点数 〆 2) 如果，…， P * 是 P 的均衡分层表示，那么 A = CKl 0 g W 。 

证明 设凸多边形 P 的顶点数为〜并设处理一个顶点耗费一个单位时间，由凸多边 
形的均衡分层表示的定义知，每个顶点只处理一次,共计 n 个顶点，所以时间为 

在均衡分层树中，第:_层结点表示叉,共计 iogn 层，所以 A = log «= CKIog «)。 

定理 2-1 给定凸多边形尸的均衡分层表示及 P 的内点 g 和任意点 z , 在时间 
0( log «) 内可以确定: r 是否在 P 内，其中《是广的顶点数。 

证明 从？向/>的各顶点引射线，得到《个扇形，这些扇形将平面分成《个域，按逆 
时针方向编码《个扇形。 设了是 的均衡分层表示树，该树的根结点存储的顶点和 g 至 
多构成4个扇形，耗费 0(1) 时间可以检査哪个扇形包含对包含 z 的扇形继续检査根 
的某个子结点存储的顶 点和？ 构成的扇形，这些扇形将包含 x 的原扇形至多细分成4个 
部分，再耗费 0(1) 时间可以检査哪个小扇形包含 x 。 对包含的小扇形继续该过程 a 由于 
均衡分层树的深度为 log 〜故此 检査过程重复 log ” 次，可以确定 I 落入哪个基本扇形(该 
基本扇形不可能再细分），此时终止该过程，该过程循环 bgfl 次,每次循环耗费0(1>时 
间，所以时间耗费为 OUog / O 。 最后再用0(1〉时间判定: r 是否位于基本扇形与 P 的交(该 
交是一个三角形 h 证毕 & 

定理 2-2 给定凸 n 边形 P 的均衡分层表示和直线 /— 在 0(lo g «) 时间内可以确定人 
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与 P 是否相交并确定 L 与尸的交， 

证明取尸的不相邻两顶点连线的中点作为 P 的内点。然后采用定理证明中 
的方法作扇形，仍设 T 为 P 的均衡分层表示树。从根结点开始，检查结点存储的各顶点位 
于的哪一惻，如果有两个相邻的顶点分别位于 L 的两侧，则 L 与尸 相交； 否则，检査根 
的某个子结点存储的顶点位于 L 的哪一侧 + 依此类推 & 在 T 中沿着从根到叶的某条路径 
至多检査 loga 个结点 + 检査每个结点所存储的顶点位于 L 的哪一 侧需要 0(1) 时间，因此 
至多耗费 O(logrt) 时间可以确定 L 与 P 是否相交及确定 L 与哪些 P 边相交，并计算 L 与 
P 的交（位于尸内的一线 段〉。 证毕。 

定理 2-3 给定凸^边形 P 的均衡分层表示和<1)线段心则在时间内可以 
计算 pn 仏 （2) 点…则在时间 CKlop) 内可以判定户是否在 P 内。 

证明 （1) 设线段 S 是直线 L 的一段，由定理2-2,在时间 OUogTi) 内可以计箅 
是一条线段9由 PHL， 在常数时间内可以计算(尸 nA)ns=/"ns a 
(2) 可以把点^看成是线段^的退化，由 （1) 即知结论成立 a 证毕 

如果 p \， p ”*，.、 pk 是一多边形顶点序列，并且^(>)>^(办+| )<! =1 ， a —l) ，则称户、》 
办是单调多边形链 a 如果对此链增加两条半无穷水平线7=7(久）和: y=><(A), 那 
么这就定义了一无界凸域，如图 2-3 所示，给定凸 n 边形 P 的均衡分层表示，在 OUogW 
时间内可以分裂 P 成两个单调多边形链&和/V其中/V 仏) 是左(右)封闭的，如图 2-4 
所示。 



P t 

图 2-3 无界凸域 



引理 2-2 设 F，Q 是两个凸多边形，则尸 iff P L f ] Q ^0 and P rt f ] Q L ^ 0 9 

证明由于尸则有 0 尹 pnQ=j^n/^nQ/」nQ ff jp p；.n 
Qk 垆 0 与/^门6^#0。 

如果涮存在分隔 p 和 o 的直线 l , 若£是水平直线，那么显然有 /vna 
=p,nQ/=0i 若△不是水平线，不失一般性，设 p 位于丄的左侧，则 p R na=0。 

证毕。 

引理 2-2 表明，判定两个凸多边形是否相交的问题转换为判定两条单调多边形链是 
否相交 U?a) 是一右(左)闭的单调多边形链 f r,，r z ，…，〜 (/] ,/ 2 ,…， /J 是尺 (L) 的边，其 
中 r 1+ 〜， A 丄是4条水平射线并且 n(>0>r •(:而其他边都是有限的。利 
用一种变形的二叉搜索方法可以确定/?和 A 是否相交。设/= LUi+D/2」 ，）= !_(«+ 
1)/2」及反 a,) 是与线段 4) 共线的直线(尺(二)称为「从)的支撑线），若兄与乙相交 
(否则 /,, + t 将与尺相交 • 因为假设相邻边不共线）.则尺与 L, 划分平面成4个域，这些域 
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分别记为和空。 / e 和 l 可能分别位于其中两个域中 、它 们也许位十同 - 个域 
中，如图 2-5 所示 B 链尺可 以在域 V 和 //〆 中，由尺和 L 定义4条新的单调链如 K : 
由边 n , n ， …, n 和终 lh 干 r 下端点的水平射线组成.而则 


由边 r t ， r “ 


和终止于^上端点的水平射线组成•类似定义 



K. 


引理 2-3 如果直线处和夂相交而线段 n 和不相交.又设 
域厂尺在空域的上方，则 （1) 如果 r . 的下端点不在// 〆 域中，则尺 
n />7^0 iff KMI ^ 0 ;( 2 ) 如果的下端点不在//兒域中，则托 
( U ^0 iff Rf ]/^ 0 ;( 3 ) 如果 n 和的两个端点都在 // f 域 
中， r , 的下端点的 J 坐标不大（小）于6的下端点的 J 坐标，则 / en 人节0 iff 

0( Rf \ L ^0). 


m 2-5 k ! j l , y 分 
f - 谢成 i 个 H 


证明 （1) 如果 n 的下端点不在//圮域中，则/?的边…,, m 全在域 V 屮.此 


不可能与链 A 相交，而且新的边或 U 与人相交，所以 Rf ] L ^0 iff 门人沪0。 



(3) 证明的 M 意图 


证明 (2) 与 （1) 类似 & 

证明（ 3 >,设，和 C 的端点都位于域中并且^的 f 端点的 y 
坐标不大于的下端点的），坐标。为了证明 R ^ DL ^0 iff Rf ]/^ 
首先设 / C P fU = 0 dS /efl △关 0, 则边 r …，… 中必有 条边 
与人相交,因此链 /, 在图 2-6 中阴影部分必有一个点。又由于凸性链人 
必与見〜相交，所以这是一个矛盾 & 因此/?^门/,= 0，即/?门人=0。其 


次设兄。⑴/,关0 ,而/?0 /, = 0,那么尺叫的唯一下水平射线（称为^) 
可 能与人 相交， 由 r , 与的相对位置 * 射线 r 与链的上水平射线不可能相交，因此. 
如果从下水平射线 1开 始沿链 A 检査，可以发现々>1，使得匕与「相交，继续检查链 t 
便进入由链尺定义的凸域 & 因为链穴沿1方向趋于 一 P , 链人沿 ^方向趋干+ 尺与人 


必相交，所以及叫门人关0，即 RC ] I ^0, 


ilK 竽 


引理 2-3 显示，在常数时间内多边形链(只或 A ) 的边数可以减少一半 4 更确切地说. 


考虑中间边 n 和 （ 以及支撑 线兄和 /々，如果尺和/^是共线的•并且尺位于 L , 的左侧. 
则人和/?不相交 a 如果尺和乙共线弁且尺位于 L 的右侧，则 (边； 的支撑线）和 
夂将相交.如果兄和八相交，另一情况是类似的 a 若线段 r 和相交，则寻找交点。加 
果 r , 和不相交，由引理 2 _ 3 ,可以减少链的一半，因此问题的规模也减少了。 

由上述讨论可知，在 OdogU + W ) 时间内--条链将减少到边数目受限的链，比如 g 


多10,对于每条这样链的边，依据定理2_ 3 (1)，在对数时间内可以检査它与其链的交。因 
此再耗费时间 OUogG + m )) 便可完成交的测试.这就证明了下面的定理。 


定理 2-4 给定凸”边形 P 和凸 w 边形 Q 的均衡分层表示，则在 0 (logU + w )) 时 
间内可以判定 P 与 Q 是否相交 4 


定理 2 -5设尸与 Q 是凸 " 边形，则在 OU ) 时间内可以计算 PDQ . 

证明设/ > 和 Q 的顶点序列分别为釦，户:，…_ %和 1 ，<? 2 ,…令户是厂内 
的一点，比如取户为顶点…， A 的重心，在线性时间内由/，的顷点序列吋以计 P : 出 
点 '考虑始于点 0 并通过尸的顶点的"条射线，这些射线划分平面为《个搦形.设 t 玷 




Q 的顶点，用表示包含1的扇形，如图 L 7 所示9 

, 首先，在 CKW 时间内可以计算其次，为了 



确定边 At 是否与 P 的一条边相交 以及? 叩是否离开扇 
形，只须考虑限界的射线以及穿过扇形的一条 P 

边 J 卩果^不离开扇形，则在 0(1) 时间内可以 完成； 否 

则，相同的论证可用于已进入的扇形 a 因此，确定边^ 
与 P 的边的所有交需要时间0(1+^)，其中^是穿过 


图 2 _ 7 包含 t 的扇形义1> 线段分 叱的射线数目 。 

类似地，计算边^与 P 的边的所有交需要时间 
0(1+&)，其中&是与^相交的射线数目。依此类推，计算 Q 的边与尸的边的所有交耗 


费 0( 十]时间.又由于每条射线至多与 Q 的两条边相交 + 显然，因此，在 

i _• 

时间 Oh + m ) 内计算 P 的边与 Q 的边的所有交，即计算 P 与 Q 的交 & 故当 n = W 时，定 
理结论成立6 


2.2 简单多边形 


多边形是 s 计算几何研究的对象之一，这是由于多边形是许多真实物体外形的一种 
方便而又精确的描述工具，并且在计算上很容易实现。多边形的应用包括自动符号识别中 
单个符号的形状，机器人运动时要避免的障碍物的形状，或者图形屏幕上显示的固体对象 
的一部分形状等。然而多边形可能又是相当复杂的对象，因此经常霈要把它们看成是由更 • 
简单的部分组成，这就是划分多边形的问题 (下节 将讨论 K 本节介绍与多边形有关的某些 
问题。 

定义 2-7 设平面上 n 个点 A ， A ，…，九按循环排序方法逆时针排列，化在九之后， 
又设 r =^而=^,…是连接点的 n 条线段 ，那 么这些线段界限一个多边形 
(简单多边形 ） iff (1) 循环排序中相邻线段对的交是它们之间共有的单个点 ^,rkm = 

A + i ；<2> 不相邻的线段不相交: + 

上述定义中，点 A 称为多边形的顶点，线段^ 

称为多边形的 边。〃 个顶点的多边形必有《条边。 

图 2-8 所示多边形不是简单多边形，因为它们的 
边虽然满足定义 2-7 中的条件 （1), 但不满足条件 
(2)。本书不讨论非简单多边形。 

依据定义 2-7 中规定的多边形顶点顺序及定 
义 2-1 的说明，如果沿着多边形边界按逆时针顺 
序访问顶点 + 那么多边形内部总是在左侧。 

下面介绍几个与多边形有关的问题及其解决 

方法 

问 S 2 d 设某建筑物的平面图如图 2-9 所示，问至少要安装多少只监视器才能监视 
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P 


P 


@2-8 非简单多边形 



整座建筑物。 

当然监视器不能穿透墙壁，每只监视器是从不同方向可以看见的一个固定点,它可以 

旋转角度^监视其周围环境 6 图 2-9 中4个圆点表示4只监 
视器的位置 U 

设点位于多边形尸内，从点 z 可以看见点 〆 或者从 
y 可以看见: r ) iff 封闭线段 G 完全位于多边形尸的内部: 

线段^称为可视线。 

一只监视器是一个点，如果多边形 P 中每个点与一组监 
视器中至少一只监视器所在位置的点的连线是可视线，那么 
称该组监视器覆盖多边形图 2-9 中4只监视器覆盖12个 
顶点的多边形 6 可以证明，覆盖12个顶点的任意多边形需要 
监视器的最大数恰好是4,也就是说，4只监视器总可以覆盖 



图 2-9 12个顶点的多边形, 

要求4只监视器 

12个顶点的任意多边形. 


设/(厂)是覆盖有 n 个顶点的任意多 边形良 所需监视器的最小数 


/(/%) 覆盖 尸}1 

S 

其中是点集 n 別表示 s 中元素的个数。另设表示所有 rt 个顶点多边形匕上函数 
/(/ U 的最大值 


Fin ) — max /( P n ) 

P 

问题是要确定函数对于所有^ ^是有限的。容易得到的平凡上、下 

界为 


1 ^ F(«) < n 

这表明覆盖多边形 P 至少需要1只监视器，最多不超过 n 只监视 器 & 
n = 3 时/是三角形， 只窬要 1只监视器，即 F (3) = K 

n = 4 时,户是四边形，四边形分两种 情况： 凸四边形和有一个凹点的四边形。对于凸 
四边形，只需要1只监视器，而对于有一个凹点的四边形也只需要1只监视器，该监视器 
安装在凹点附近适当的位置，因此 = 

对于五边形，有三种情况：凸的、1个凹点和两个凹点。无论是哪一种情况,均只需1 
只监视器，所以 F <5) = 1。 

六边形就复杂些,它不仅会有两个凹点，而且凹点的互相位置及与凹点关联的两条边 
的方向也变得复杂了。可能有 F (6) = 2, 如图 2-10 所示。 

将图 2-10 中《 = 6的一种情况推广，得到图 2-11 所示的多边形 6 它有多个叉子，每个 





图2-]0 « = 个顶点的多边形及所需要的监视器 
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x r 需要 t 只监视器，而每个叉子由 3 条边组成。因此 * 设多边形有 m 条边，组成 | ■个叉 



r -, 那么霜要 I 只监视器才能覆盖该多边形，即推得这是 


利用一般的例子来建立的下羿。由上述实例推测 FG ) 


定义24设多边形 r 的顶点序列是…•在可视线定 


1^1 2-11 拙咩厂 (") 


义中，令 j = = A ， 厂+ 则线段 AA 称为尸的对角线 c 

定义 2-9 如果是多边形 P 的两条对角线，并且&门9为空 
f 的 w r_ 或在端点相交，则称 3 与刁是两条不交叉的对角线 。 

利用不交叉的对角线划分多边形成若干个三角形，然后对各三角 
形的个顶点着不同的:.〔神颜色，最后选着同一颜色的顶点放置监视器 & 这是证明下面定 
观的 t 要思想。 


定理2 6 F( ri )= | ^/3 [. 

证明对任意多边形 P 都可以用不交叉的对角线划分尸成若干个三角形，称为 P 的 
:消刟分。任意多边形厂的三角剖分的存在性将在 2. 3节中证明，这里假设已泾将广三 
仿別分 （ : .免剖分的 IT 法也将在 2. 3节中介绍 ） t 


敁然 、二 角剖分之后所得到的图（八其弧是多边形的边和三角剖分的对角线，而结点 
M 多边形厂的顶点 。图 0适3可着色的.即对 G 的结点賦3种颜色，使得任一条弧的两个 
端八(均着不問颜色 4 这样.三龟剖分 P 的所有三角形的三个顶点可以着不同颜色 。这是 由 
F 此项肴色X作是在多边形顶点上进行，并且三角剖分 P 的对角线不交叉的缘故， 

以红、蓝和黄是对 IS G 的结点进行着色的三种颜色 .C； 中每个三角形的3个顶点必有 
3种 f|"j 颜色 B 因此，铎个三角形必有1个顶点着红色。假设在每个红色顶点处放置1只 
监 m 器，那么每个三角形在一个顶点上有〗只监视器 & 显然三角形被在它的一个顶点上的 
监 W 器览盅 ♦因此（，中每个二 ft 形都被覆盖了，从而多边形尸也完全被覆盖。 

由 f 多边形广有《个顶点，而且对顶点仅使用3种颜色着色，故由鸽巢原理,可以断 
定」 忡颜色仅使用 UA j 次。因此，将使用不多于1_«/3」只监视器覆盖多边 


形 


an 2-6 冋答了问题 2-1, 其证明过程也是求解该问題的一 
mvi ：, i: 述 m 仑不一定导致浪少监视器数目，如图 2-12 所示, 
u = l t, 颜色3只重复使用三次。这是由于上述讨论中，应用鸽巢 
坪时 .隐育 广… 个假设 w 只鸽子均分到三个鸪巢内。 

问题 2-2 确定任意多边形的梭 

定义2 10给定任意简单多 边形尸 ，若 P 内存在点^使得 
对厂广内的所仃点户，线段$完全位 F 尸内。具有上述性质的 
点二的轨迹弥为多边形 P 的，。 

如汜"的顶点序列按逆吋针方向排列，即 P 的内部在其边 


证毕. 



0 2-12 «=14的多边形， 
St 霈3只监视器 


的 V :刪•那么厂的核是 } t 边的左私平面的交。 


构 m 边形的技不坟 沿解 决某些 a 何问题（比如包含问题> 所需要的预处理步骤，而 




且是某些工程设计、计算机图形学等领域中不可回避的问题， Lee 和 Preparata 提出了一 
种算法，它依次扫描多 边形尸 的顶点，且构造凸多边形序列尺， … U 中 K n -,= 
/：(P) 即所要求的多边形的核.下面是周培德提出的一种算法_该算法只扫描并处理 P 的 
凹点（所得多边形序列不一定是凸的，而 Pm 是凸的，即所求的核），对于尸 
的凸点则不作什么处理，因而节省了时间 . 

算法(确定多边形核的算法） 

嫌人多边形尸的顶点序列 …， A (逆时针排列>。 

输出多边形 P 的核 X(P) 的顶点序列 & 

步1确定多边形 P 的凸凹顶点。 

步2 if 是凸的 then K { P)=P 

eJse 设户 】， …， p t ，… ，/ v“. ，/>« 是凹的，重新编码凹点为广 = (gi ， qz ，，，，， <h 、 ， 
<h = P”<h = P， 、…， p ㈣ 

步 3 tFi =P 

步 4 求与必（=九^)关联的两条边 (A = A+ a - i 户 .+ a 和 6 = A+*A+ a + i ) 和 R 的边的交 

步 5 if A 与尸的边的交点数是 1( 设为^六匕与厂的边的交点数是 1( 设为 D 

八/,<^)在/2(人）的左侧 

then 屮，人， /. 与 / t 之间 P. 的顶点上构成 P; +1& 在产中删去 1 。 …纟+1， 
goto 步 4, 直至/>/.尺<^)=产，终止。 

步6 if A 与 P,U >1) 的边的交点数是 0( 或2,设是交点 A W , 在 

的左侧）与八(〗>1)的边的交点数是 2( 设/:，广是交点 A 
〆 ，/在的左侧 ）（ 或 0) A | K 7 J ： | < | p^JJ I (I I < 

IU : I ) 

then 从 P , 中删去 7 X 右侧(万 TT 左侧)部分，构成 P , + l 。 在产中删去 
i + l , goto 步4,直至终止 0 

步7 if A 与 P,(/>1) 的边的交点数是 1( 设/,是交点 /U , 在的左侧)或 

0八/ 2 与 P.G>1) 的边的交点数是0或 1( 设 /. 是交点 A 在尸 _P, 二的 
左侧） 

th«n 从 P, 中删去^ T 右(左)侧部分，构成叉…在 P 中删去 
goto 步4,直至 />u 尺<戶> =昃，终止。 

步8 if A 与的边的交点数是1或 3( 分別设为 A 交点在 

的左侧）与昃的边的交点数是3或 1( 分别设为 A 交点在 

的左侧)八 I < \ P ^ Jl \ < 1^7；丨（或 1 P l + j \ | < 

then /_(/) 与厂 M ) 之间存在一个凹点 ， 设为仏 qi , J „ q a d „ h，h 
与 〆 之间的 C 项点， /(( 或心/ (，心 ,4,/。夂与/,之间的尸,顶点， 
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A) 构成尸 /+io 求与％关联的两条边 （/! = p a + fl - ip ^ 和4 = 
Ai+v/^+m) 和 八 +i 的边的交点 * 

if /;与交于/,，4与交于 ht \ h 在 A + vA +“ 左侧 AJ 5 在 
A*—* 」-1九4左侧 

then 丨与八 之间的 P, +1 顶点, / s 构成 在产中 删去％与 
q lt> 时，〗， i—i」+ 2，gOtO 步 4 + 直至/ >l c K { P ) 

cP,， 终止。 
else 重复步 6 或步 7 

步 9 If 与 & 关联的两条边和尸(纟>1)的边的交点（交点互处对方边的左侧) 

数均为 OAP . 的全部顶点在的左侧和的左侧 
then P … —P,， 在 P 中刪去 g.d—iHgoto 步4,直至 />U K ( P )^ P l f 
终止 

else if 与 ^ 关联的两条边和尸.的边的交点(交点互处对方边的左侧）数均 

为 0AP, 的全部顶点在 A + ^4. 二的右(左）侧八尸,的全部顶点在 

+ …的左(右)侧 
then K(P) = 0， 终止， 

对算法稍作修改，便可用来求解问题2-1，这里不赘述了，作为一道习题留给读者。 

根据多边形核的定义，凸多边形的核显然是其自身。当多边形 P 有一个凹点时，请见 
图 2-13, 仏（=化)是凹点，$7：的延长线与 P 的边的交点为 H 在^的左侧 

的延长线与^的交点心位于 W 的左侧，^(^^^/，，九和八围成的多边形/^即所求 
的核 & 因 为匕中 的点满足核定义中对^点的要求，即域 P 2 是点 r 的轨迹，这也表明,7^ 
是从 P ,( = 尸)中割去不符合&要求的区域得到的。 



图 2 _13具有1个凹点多边形/>的核尸 2 图 2-14 具有2个凹点多边形/>的核 P 3 

设 P 中有/个凹点 。 当/ = 2时，对心按算法所示步骤可以求出核 尸 3 ，图2-】4中 
(a)、（b)、Or) 表示三种情況。 h 是从 P £ 中割去不符合心要求的区域得到的，因此 


如果对 （一1 个凹点已求得则对％再重复一次步4和步5 〈或步 6或步7或步8 
或步 9 )，即从 A 中再割去不符合中要求的区域，便得到多边形/>的核 P v+I ，显然有尸 
D ， • ㉛ ] 总之，该算法是对凹点逐个 求出尸 ，的，位于 A +1 中的点满足核定义中 

对 z 点的要求，即 / Vm 中的点与尸中所有点户的连线完全位于/>内 6 因此，算法正确 
M6 ♦ 


地求得了 P 的核 a 

步1 只要用线性次乘法便可确定多边形 F 各顶点的凸凹性，并记住其凸凹性 0 步2 
不需另耗时间 6 步 3 用常数时间 & 步 4 判断 P , 的边的两个端点是否在 A 义的两侧，如果 
在两侧，则求交点 * 这需要线性次乘法，步5进行逆时针査找与 h 之间巧的顶点，所霱 
时间可以不计 g 步 5 至步4至多循环/次，所需乘法次数为步 6 至步4,步 7 至步 
4, 步 8 至步 4, 步 9 至步 4 等的循环均不可能超过/次，所需乘法次数不超过比较 
次数可以不计.因此箅法的总耗费为次乘法，其中/是多边形 P 的凹点的数 
巨， 


2.3 多边形的三角剖分 

本节首先证明任意简单多边形都存在三角剖分 + 然后介绍三角剖分的某些基本性质 
和构造三角剖分的算法。 

定义 2 11设多边形 尸有” 个 顶点夂 ， A ， …, 是厂的 对角线，并且不与/^的 
顶点及边相交，它划分/ > 为两部分。对尸逐步增加不交叉的对角线，直至 P 的内部全部被 
划分成三角形，这样的划分称为多边形的三角剖分。 

证明多边形都存在一个三角剖分的关键是证明对角线的存在，为此需要一个事实:每 
个多边形必定至少有一个凸頂点. 

定理 17每个多边形至少有一个凸顶点， 

证明 如果多边形的顶点按逆时针方向排列，并且 y 坐标值最小的顶 

点设为 A (唯一），那么必定在的左侧。因此点 A 为凸点 u 考虑 J 坐标值最大的 
顶点及: r 坐标值最大、最小的顶点，由于同样的原因，它们也必定为凸点。 证毕 & 

定理 2-8 顶点数的多边形至少有一条对角线 a 
证明 由定理 2-7 •多边 形至少有一个凸顶点，设九是一个凸 

顶点 ， A ,和 A +, 是与 A 相邻的顶点。如果是一条对角线， 

则定理成立9否则，假定^不是一条对角线，则或者^^在 
尸的外部，或者它与 5 P 相交 a 在这两种情况的任一情况下.既然 n 
>3,三角形 AmAA + i 至少包含尸的一个顶点（除了 之 

外），设户是距 A 最近的 + 并在三角形内部的尸的顶点，图 2 I 5 定理 2 _ 8 
该顶点是从 A 向 AmAh 移动并平行于芦-^户…的线 L 所碰到的三 证明的 示意图 

角形中的第一个 顶点。 如图 2-15 所示， 

显然，由与包括 A (图 2-15 中的阴影域）的 i 所限界的半平面相交的三角形 
的内部不再包含把的顶点。因此，除了在欠和不可能与 3 P 相交，即^ 
是一条不与 f 沪相 交的对 角线。 证毕。 

定理 2 _ 9 设多边形 P 具有” 个顶点，对/>通过添加零条或者多条对角线可以剖分 

成三角形。 

证明 对多边形顶点数”施归纳法。如果《 = 3,多边形 P 是一个三角形*定理显然 
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成立。设由定理 2-8, 假定 d = 是尸的一条对角线，另由对角线的定义 d 仅在其 

端点与 W 相交，并把/^划分成两个多边形，与这两个多边形 
以 d 作为一条公共边，而且每个多边形的顶点数少于〜如图 2-16 
所示，这是由于该剖分过程中没有增加新的顶点。显然 t 在产与 
中除了 九与 P , 之外至少有一个顶点。对产与/^应用归纳假设便完 
成了定理的 证明。 

下面介绍三角剖分的基本性质 & 

定理2 10 «个顶点的多边形/ > 的任一三角剖分使用 n -3 条对角线,并且由 n — 2 
个三角形组成， 

证明用归纳法证明。》=3时，用0条对角线并有1个三角形，定理成立， 

设对角线划分尸成两个多边形/^和尸", 并且它 们分别有 《 E 和七个顶 
点心十 〜 = n + 2, 这是由于户,与/>,被重复计数1次 & 对产和尸"应用归纳假设，得到 

— 3) + ( 心 一3) + 1 — 3条对角线，其中项“ + 1”是计数对角线 A 并且有(〜一2> + (〜 

— 2)=« —2个三角形。 证毕 a 

推论 2-1 «个顶点多边形的内角之和是 (n —2)^ 

证明由定理 2-10, 三角剖分 P 得到 一 2个三角形，而每个三角形内角之和为 t 故 



囝 2-16 对龟线划分 
F 为 r 与 P” 


推论成立 6 

下面引入三角剖分对偶的概念 & 


定义 2-12 多边形 P 三角剖分的对偶 T 是一个图，三角剖分中的每个三角形用一结 
点表示，三角剖分中有相邻边的两个三 角形顼 ij 所表示的结点九和 A 连以线如图 
2-17 所示 



m 2-17 二角剖分的对偶 图2^18 了 有一 条回路 



定理 2 _11无孔简单多边形三角剖分的对偶： T 是一棵树 •并且 该树的每个结点的度 
数至多为3。 

证明由于三角剖分中每个三角形至多有三条边共享,所以图了中每个结点的度数 
至多为3。 

假定 T 不是树 t 则它必有一条回路 C , 组成该回路的结点所对应的三角形必形成多 
边形内的一个孔，如图248所示，这与已知条件矛盾，因此 T 是一棵树^ 证毕 

度数为1的结点是 T 的叶；度数为 2 的结点位于树的路 径上; 度数为3的结点是分 
支点。当根选在度数为1或者2的任意结点处时//’是一棵二叉树。三角剖分的对偶与二 
叉树之间的这种对应关系是十分有用的。 

定义 2 _U 设 A 是多边形尸的三个连续顶点，并且^ : ^^是 P 的一条对 

角线，那么 A …构成尸的一个耳，八称为耳尖。 
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定理 2-12 顶点数的任意多边形至少有两个不重叠的耳. 

证明三角剖分对偶7’中的一个叶结点对应于一个耳 & 具有两个结点的树*如图 
L 19 所示，有两个不重叠的耳。由定理2-10,具有多个结点的树，有 (《 — 2)>2个结点，必 
至少有两个叶证毕 & 

依据定理 2-1^ 并利用不断删去一个耳的方法，可以对三角剖分图进行3着色。 

走理113多边形 P 的三角剖分图可以用3种颜色着色 . 

证明对顶点数 n 施归纳法证明。《 = 三角形可以3着色 

由定理 2-12， P 有一个耳，设为三角形 Ah A Am ，其中 A 是耳尖。切割耳 A 」 
A A + i ， 构成一个新的多边形用 ，中的 An A + i 代替疋 > 中的序列 A ! A A m . 产有 
n ~\ 个顶点，由归纳假设，/ ^可以 3着色，对三角形 A ! A Am 中的 A , 用不同于对 卜 '， 
A u 着的颜色来着色 A ， 这就是尸的3着色 & 证毕 & 

下面介绍任意简单多边形三角剖分的一种算法，该算法所得到的三角剖分，其对角线 
的长度之和可以达到最小或次最小，即最小权或次最小权三角剖分 , 基本想法是先将任意 
简单多边形划分成若干个凸多边形，然后对每个凸多边形进行三角剖分。利用不断切去一 
个耳的方法可以将凸多边形三角剖分，但不一定能得到最小权三角剖分 。 

心濞法(凸多边形三角割分的算法 CPTA ) 

綸入凸多边形/^的顶点序列 P ' ，户2,… 

输出6的三角剖分序列 p \ pip :， ptpipi ， …， ptp ” 

步1计算尺的直径，设直径的两个端点为 A 与 /V 

步2 比较 A - 2 A ， Ah 的抶度，取较短者作为对角线 ，删 去相应的顶点（晖 
尖），并输出相应的三角形（耳） v 对 A 同样处理. 

步 3尸 1— 厂 1 — <pr t U A L ) fl ip } - I U/>yU^J ， I ) 

步 4 对 〆 重复步 1 至步4,直至尸，被分割完毕。 

利用算法 Z 3 _ 6 计算凸多边形的直径，耗费步2与步3只需要常数时间 & 步4至 
步1至多循环 | |次*因此算法匕_ 2 的耗费为 0(^), 

如果不考虑最小权三角剖分，而只是要求三角剖分凸多边形 ， 那么不需要步1与步2 
中的长度比较 . 这时只需不断切割凸多边形的耳，复杂性为 
算法(任意多边形三角剖分的算法 APTA) 

步 1分割多边形尸成凸多边形序列 

步 2 对 /^= m ) 执行算法 

利用算法 z 2 _ 4 完成步1，耗费 OU )， 因此 Zu 算法的耗费为0(« 2 )。如果步2改为不断 
切割凸多边形的耳，那么算法的复杂性为 o <«) & 

2.4 多边形的凸划分 

本节介绍单调多边形的三角剖分,以及简单多边形划分成梯形和凸多边形 （简 称凸划 
分)的算法。 
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定义 2-14 设链 C 是由多边形边 + ，组成的多边形链， L 是平面上一条直 

线，如果与 A 垂直的直线厂与 C 至多交于1点，即1门<：或者为空，或者为单个点，则称 
多边形链 C 关于1是单调的。 

我们取 J 轴作为直线给定多边形 P 的顶点序列 A ， h , …，求其 y 坐标最大、 
最小的顶点，设为 p ^ p } . p .， p } 分割多边形 P 的顶点序列为两个子顶点序列，记为 '与 
P , 与 h 关于 j 轴的单调性取决于组成它们的点序列的 y 坐标是否为单调的。图 
2-20( a ) 所示的多边形链 Q 与0 2 关于^轴是单调的，而图 2-20( b ) 所示的多边形链 C (与 

C ； 关于^轴不是单调的， 



(a> (b) 


图 2-20 多边形链关于 y 轴的单调性 

定义 2-15 设 A - pA 与 Aw 是多边形 P 的三个相祁的顶点 ，井且 A - Mpw 的 J 坐 

标小于 (大于) 或等于 A 的: V 坐标*则称 A 为尸的歧点。图 2-20( b ) 中十与^都是 

歧点，具有歧点的链不是单调链，图 2-20( b ) 中链 Cl 与 G 不是单调链。 

如果 A 是 P 的歧点 ，并且 A 是 P 的凸点(耳尖），那么利用切割耳的方法可以删去歧 

点、 fi “如图 2-20( b ) 中^与^可以被刪去，使链6与6成为单调链 

定义 2-16 如果组成链 C 的顶点均为多边形/>的凹点 ，则链 C 称为/>的凹链9图 
2 - 21中链 C2 由户5组成，井且顶点 pi 、 pi 与 pi 均为凹点，因此链 G 是一 
条凹链。顶点 A 在与^相对的链^上，并且 p 6 的: y 坐标小于与 h 的 y 坐标，此 
时连接 A 与 P < 小与 与便将多边形 P 三角剖分。 



图 2-21 凹链及其三角剖分 图 2-22 A 与凹链共链 

如果与凹链共链，如图 2-22 所示， 心 + 1 是凸点，此时连接 A 与与> + 3 ，直至 

户,+ 〆 立于 A A w : 的右侧时停止 连接。 
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如果 A 与凹链共链，并且 Ah 是凹点，则将 A 加入凹链。 

下面介绍简单多边形三角剖分的一种算法，其思想是先采用切割耳的方法刪去歧点 
(同时又是凸点），使多边形的两条链 G 与 Q 成为单调链，然后三角剖分单调多边形 a 

简单多边形三角劊分的算法 

输入多边形尸的顶点序列 A 如…， 按逆时针方向排列 . 

输出三角剖分 P 的三角形序列。 

步1 if A 是尸的歧点 A 是凸点。 

then 连接 ，与 Aw, 刪去 A ，输出三角形 A- 十^ 

步2按 j 坐标分类尸顶点成递增 序列: M …， 、九 分割沪为左、右链 
C ■丨， C 3 a 

步3预置凹（凸）链是两个顶部顶点。 

步4设外是第3个最高的顶点。 

步5 while p^pb do 

if A 是在与凹（凸)链相对的链上 

then 由 A 到凹（凸）链顶点画对角线，并刪去凹（凸)链顶部顶点。 
if 凹（凸)链是空 then 下移顶点 
else 九邻接于凹（凸）链的底 
if A-i 是凸点 

tlieii 由九至凹（凸）链的底芦^画对角线，并删去凹 （凸） 链的底。 
if 凹（凸>链是空 then 下移顶点 
else 是凹点，将 A 添加到凹 （凸》 链的底 * 下移顶点。 

该算法步1霈要线性时间 ，步 2耗费0(«1<>奶> + 步3与步4只要常数时间，步5需要 
线性时间，因此，算法的时间复杂性为 0(nlog«) a 

图 2-23 所示的多边形是一个有25个顶点的单调多边形，由于图中没有歧点，所以跳 



M 2-23 单调多边形的三角剖分 


♦ 5卜 




过步 U 步2按 J 坐标分类顶点，得到点序1,2,…，25及左链1,5,6,8,10，14」8, 19,21* 

右链 1，2,3,4,7,9，11，12,]3，15，：16,17,20,23,25 & 点3邻接于凹链 1,2的底, 
并且点2是凹点，所以将点3添加到凹链，得到凹链1,^3。同理将点4加入凹链，得到凹 
链1,2,3,4,点5在与凹链 1*2 4相对的链上,那么点5分別与点2,3,4连接^下移顶 
点到点心连接6与4。当下移到点12时，凹链是】由于】1是凹点 t 故将12加入到凹 
链，得到凹链 10,11,12. 当下移到点13时，由于12是凸点，则连接13与11，13与10。继 
续下去，直至分割完毕。 

现在介绍划分多边形成梯形的算法,划分多边形成梯 
形是三角剖分多边形的一种中间过程。划分多边形成梯形 
的算法思想如下：通过多边形的每个顶点画水平线.这些 
水平线与多边形边相交，位于多边形内部的线段记为5,即 
(厂，并且^门妒=4〜山其中 A 是尸的顶点是 s 与 
多边形边的交点^将多边形划分成梯形。可能出现5门 
= (/ U 的退化情况或者 sf \3 P = 如 }。假设 

多边形 P 没有两个顶点位于一条水平线上。图 2-24 是划 
分多边形成梯形的一个例子，其中点线起着刪去某些点的 
作用，这些点既是尸的歧点乂是尸的凸点，从而使尸成为 图 124 多边形划分 成悌形 
单调多边形；虚线是梯形划分线 t 

划分多边形成悌形的算法中使用了“平面扫描”技术，主要思想是用一条水平线“扫 
描”平面，并且在水平线保持某种类型的数据结构。在离散事件处，即在出现新的顶点处停 
止扫描*井修改数据结构。划分多边形成梯形时，在顶点 A 处水平线暂停平移 (通过 按^ 
坐标对顶点进行排序来实现），寻找 A 左边的一条边和 A 右边的一条边。为了有效地完 
成这个工作，保持水平线（图 2-25 中所示扫描线 / J 穿过多边形边的顺序表, 该表是 

A A ， 〜）。通过检查各边端点 J 坐标是否跨越可以确定表3由哪些边组 
成，然后对表4中各边端点按: r 坐标排序，又可以确定点 A 位于〜与^之间如果把表 
^ 存储在 2-3 树中•那么搜索 A 的位置仅需要 O ( logn ) 时间 。 这也是处理一个事件所需要 
的时间.因此整个平面扫描的总耗费是 

图 2-25 中，当/,在多边形上方时，人穿过多 
边形边的表是空，而当 A 经过每个事件顶点时表 
不成下述表列：， ( e ] A ^ n ^ iz > * (〜，〜， 

) ， ^1(1 * t ( 尸 7 ， fj! ， f|| )，(^17 t f"7 t ^ » 

Al ) * ] ) t LT 1 )等 6 

首先划分多边形成梯形，然后再划分成三角 
形，其算法如下。 

多边形三角剖分算法 

步1按^坐标对多边形的顶点进行排序 & 

步 2 闬平面扫描方法划分多边形成梯形 

步3甩刪去既是歧点又是凸点的点的方法构造单调多边形. 
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步 4 在梯形或相邻梯形中用连接多边形顶点的方法划分悌形成三角形 4 
步1与步2分别耗费时间 OUkg ，;）， 步3与步4分别耗费 OU ) 时间，所以算法的总 
耗费为 O ( ralogn ) a 

1991年， Ch ^ elle 提出一种三角剖分多边形的算法，其复杂性为 OQ )。 算法中引入可 
视映射的概念，它把梯形改变为朝多边形链每个顶点的两边画水平线，然后模拟合并分 

类 . ”个顶点的多边形划分成具有 f 个顶点的链，然后再把这些链划分成^个顶点的链等 

等，通过合并子链的映射找到链的可视映射。这种方法的复杂性为 OUlognK 后来, 
Chazelle 改进上述过程成两个阶段，第一阶段求近似可视映射，耗费为 Oh ) ;第二阶段把 

近似映射改进成完全的可视映射，耗费也是 OUU 然后由可视映射所定义的梯形产生三 
角剖分 . 

划分多边形成三角形是划分多边形成凸多边形的 一种持 殊情况。划分多边形成凸多 
边形有两个目标：（1)划分多边形成尽可能少的凸多 边形； （2) 尽可能快地完成划分工 
作，即设计时间复杂性低的箅法 

用来划分多边形的线段有两种：多边形的对 角线； 端点在 W 上并位于/>内部的线 
段 & 线段划分较对角线划分更复 杂些。 凸多边形的数目与凹点的数目有下列关系。 

定理 2-14 设 A / 是划分多边形成凸多边形的最少数目，对于有 r 个凹点的多边形， 

则有 | i | + lO/<r + U 

证明 对多边形的每个凹点画一条角平分线，因而得到凸划分.其凸多边形的数目为 

I 

• ^ # 

r + 】 ，如图所示。另外,一条对角线至多可以分解两个凹点，这便户生 |+ t 个 
凸多边形.如图 2-27 所示。 证毕。 


图 2-26 定理 2-14 证明示意图，图 2-27 定理 £-14 证明示意图， r = 7, A / = 5 

定义2 17 在由对角线划分多边形成凸多边形的划分中•如果在顶点 A 处删去对角 

线 d 之后产生非凸多边形，则称对角线 J 关于顶点九是基本的。对顶点 A 不是基本的对 
角线称为非基本的。 

Hertel 和 MeWhorn 于1983年提出了 一种划分多边形成凸多边形的箅法，其基本思 

想是，从/^的三角剖分开始，重复刪去非基本对角线该算法显然在线性时间内可以完 
成， 可以证明算法产生凸多边形的数目小于4从。 

寻找最优凸多边形数目的凸剖分比寻找次最优费时间得多 a 1933年» Greene 设计出 
最优凸剖分的一种算法，时间复杂性为1郎5 年. KeU 改进到 OUlogW 。 
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如果用线段而非对角线进行剖分，那么问题就困难了 a 1980年 Chazelle 设计出复杂 
性为的算法解决了这个问題 . 

本节最后介绍周培德于1997年提出的一种剖分多边形成凸多边形的算法，其时间复 
杂性是 


定义 2-18 如果 A 是多边形 P 的凹点是 




B 


P. 


与 P ‘ 关联的两条边， A - iA ( A"M A ) 的延长线与 ) 


所夹的角域称为 A 的 4( C ) 域; 的延长线与的延 
长线所夹的角域称为 A 的方域。图 2-28 中已示出凹 点九的 
A ^ BtC 域，顶点 p '， p % 分别落入4 ， C 域 ，顶点 ps'pvpi 落入 
B 域，利用三阶行列式的值可以判断点落入哪个域。 



心_ 4 算法(分割多边形成凸多边形的 算法） 

輪人 多边形 P 的顶点山…， MUn) 按逆时针方向排列。 
输出凸多边形序列及其顶点序列；> 11 ， pW ， pl 、 ip 2 I ，/> 2 Z ， …， …； Anl t 户， 2 , 

…，户附 m ，其中 i = l 

预处理 

确定多边形尸的凸、凹顶点，并对凹点重新编号(逆时针方向排列），设为 Q = 怜 ,（= 
pA ， qt ， … W 丄 

If Q =0 then 输出为凸多边形'终止 a 


else goto PPCP ( P ) 

PPCP ( P ) 


begin 
步 1 —1 

步 2 while 分,的方域 中无尸 的顼点 A 尸边#的两端点分别位于&的4乂’域中 

八％、@不交多边形的边 do 

连接^与9,，仏与分割 P 成三角形，及两个多边形 A 
与 / VQ — Q — 彳<7 山重排 P '， P Z 中凹点编号， 
call PPCP ( P _)， PPCP ( P 3 )， 直至 Q = 0， 输出凸多边形集，终止 u 
步3 while 屮的召域中无尸的顶点 / W . 的 4( C ) 域中有凹点（凸点 AJAg , 任 

穿 ， + 〃的 i ? 域 A 柯, +,「(#„) 不交多边形的边 do 

连接％与 9，+ . f 与 ptn)，Q 不变 ， H +/ (必 / O 分割 P 为 P 、 与 P £ t 重排 

'、尺中凹点编号。 

call PPCP ( P ,)， PPCP ( P 2 ), 直至 Q =0， 输出凸多边形集，终止。 

步4 while a 的忍域中无 P 的顶点 Ag , 的3域中有凹点的域 A 

士中 +i 不交多边形的边 do 

连接$与心]4—化+丄^^分割尸为' 与凸多边形叱 , 重排 
八中凹点编号。 

call PPCP (/ V , 直至 Q =0， 输出凸多边形集，终止 。 
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步 5 if 1吒 +1 ，… w ⑹ 及部分凸点， e 屮的5域 / wAi V / ( o </</) 的丑域八 

^^不交多边形的边 

then 连接义 与 q, + ， 屮的 B 域中无凹点时，则连 接免与 f)，Q—Q — 
{q^q^/i 巧必 + / (}/0分尸成两个多边形尸]与 p 2 , 重排/ V 尸2中 
凹点编号。 

call PPCK / V^PCFHP 山直至 Q =0, 输出凸多边形集，终止。 

else if q^q^+i » …，及部分凸点 p m ^q t 的厶域 A 抓 + 疒<0< ) (或 

&) 不交多边形的边 

then 连接 * 与 <^十， (中与 f>«、，Ch-Q— W .} ，^77(^7^)分尸成两 
个多边形严与 A ， 重排尸，、匕中凹点编号， 
call PPCP ( P _)， PPCP ( P 2 > t 直至 Q =0, 输出凸多边形集*终止。 

end 

弓 I 理 2-4 设 q,,g, 是多边形尸的两个凹点（图2-29>，并且 qi 、q f 分别落入1、仏的 B 
域不与尸边相交，则^分割尸成两个多边形 P , 与并且在 P'、P 2 中不再 
是凹点. 

证明如果点 t 位于的左侧及^^的右侧（图 2-29), 由定义 2-18 知，点1落入 
士的方域*连接％与冗划分尸成两个多边形尸 ，与 也及 Z 叫均小于 L 
因此在/"，、/^中，点4不再是凹点。同理，点 A 也不是凹点 & 证毕 a 



图 2- M 在 P ,、 込中4与^不再是凹点 图 2-30 多边形被分成三块 

引理 2-5 设多边形有一个凹点仏,其他顶点均为凸点并且分别位于^, . 的 CM 域内, 

边# 的两个端点分别位于 C ，4 域内，那么连线％与 V 分割多边形成一个三角形和两 
个凸多边形。 

证明因为，位于 g, 的 4 域内（图 2 _30), 所以/户沖， <1 同理,由于 
多边形的边是直线段*所以故结论成立。 证毕 & 

定理 2 -15 PPCP 〈尸) 正确地分割多边形 P 为 0(/) 个凸多边形♦井且算法的复杂 
性是 max (0( n )，0(/ 2 )) 次乘法，其中《为 F 的顶点数,/是 P 的凹点数^ 

证明算法乙_ 4 首先找出多边形尸的凸、凹顶点，然后逐个处理凹点，即把凹点变成 
凸点，从而达到分割多边形为凸多边形的目的。处理凹 点义时 ，采用一种新的方法:划分 
^的周围区域为4』/域,依据多边形其他顶点落入不同域将作不同处理，例如，凹点& 
落人*的力域并且士落入 a 的 5 域•冗不与多边形边相交，那么分割多边形成两个 
多边形广与尸”并且在尺、尸 2 内 aw , 不再是凹点，这一点由引理14即知 . 同理,如果凹 
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点 1 落入 1 的片域，并且 1 不在1的方域, iv； 不与多边形边相交，那么^分割多边形 
成两个多边形 P, 与尸 2 ，并且在 A 、 巧内+ 不再是凹点 fl 总之，只要连线位于某凹点的占 
域内，那么该凹点便丧失凹性而变成凸点。算法中步4与步5就是依据上述事实逐个消去 
凹点的 > 步2处理特殊情况，即多边形凹点4的域中无多边形顶点并且 P 边^V的两 
端点分别位于1的域中，则作两条连线，由引理2-5,多边形尸被分割成一个三角形 
和两个多边形^与匕，并且在/^与匕内仏不再是凹点，步2中情况作些改变，即+的 
>1、C 域中有凹点并且引理 2-4 中的条件不成立,此时虽然原多边形被分割成两个多 
边形， 但仏与 仍然是凹点,这是步3所做的工作 4 递归执行步2至步5,每次递归，算 
法保证分割线与多边形边不相交，直至消去所有凹点，因此原多边形 P 被分割成若干个 
凸多边形，凸多边形的个数与凹点数目、凹点位置及凹点关联的边的方向有关(为简单起 
见，箅法描述中省略了某些情况）。 

如果每递归一次，得到两个凸多边形和一个任意多边形，并消去一个凹点，设 T(/) 表 
示具有/个凹点的任意多边形经 PPCPCP) 分割后所得凸多边形的数目，那么 T ⑴满足下 
列递归关系式及初始 条件： 

jTU ) = Til —1) + 2 

lr(l> = 3 

用数学归纳法不难®明该递归关系式的解为： T(/) = 2/+l， 因此在上述假设条件下，具有 
/个凹点的任意多边形经 PPCP(P) 分割后所得凸多边形的数目不超过2/+1=0«). 

利用判定点在方向线段的左、右侧，可以确定 ZA-AM ，小于 或大于^从 
而确定点 A 是凸点还是凹点.由3阶行列式值(耗费6次乘法)可以判定点在？ 

的左、右侧。因此算法中预处理需要6〃二 Ob> 次乘法 

用12次乘法可以确定点 h 是否落入4的或 C 域中， 12U —3) 次乘法确定 P 
的 n — 3 个点落入 q , 的哪个域。另外.判断两条线段是否相交需要10次乘法，因此耗费10 
b — 4) 次乘法可以确定线段是否与 P 的边相交。 

设 K/) 表示利用 PPCP (/ >) 过程求解该问题所需要的乘法次数，则 T〆/) 满足的简 
化递归关系式如下： 


Ti(/)— ’/'(/ — 1> + 44/ 
7^( 1)= 44 


可以证明，该递归关系式的解为: 

算法的总耗费(以乘法次数度量)为： 


0 («) + 0 (/ 2 ) 


— max(0(») iO(P )) — 


0( n >, 

0 (/ 0 , 


如果/ 
否则 


证毕 & 


第 3 章凸 壳 

凸壳是 s 计算几何中最普遍、最基本的一种结构，不仅它自身有许多持性，而且它还 
是构造其他几何形体的有效工具。在应用中，许多实际问题可以归结为凸壳问题。本章介 
绍凸壳的基本槪念、计算凸壳（二维和三维)的算法及凸壳的应用 4 

31凸壳的基本概念 

设 S 是平面 (P) 中的点集*用 CH«) 表示点集 S 的凸壳， BCHa) 表示 S 的凸壳边 
界。 

定义 3-1 设 S 是平面上的非空点集是:？ 中任意 两点，如果点 

P = + (1 ~ (3™ 1 ) 

属于5,其中则称 S 是凸集，这就是说,如果 S 中任意两点所连线段全部位于 S 
之中，那么 S 是凸的 

注意，该定义可以推广到高维I此外，定义中没有规定 S 是否是连通的，是有界的还 
是无界的，是封闭的还是开的。显然，带有“凹部”的任何域不是凸的 . 

式 （Ll> 表示以久(/ = 1)，化0 = 0)为端点的线段，这样定义的凸集是连接 S 中任意 
两点的线段的集合。 

凸集&与&相交，当且仅当 &与& 至少有一个共同点，该点既属于&又属于 
如果给定 P 中是个不同的点户则点集 

P ^ tipi + 他 + …+ t k pk (3-2) 

是由 …， Pk 生成的凸集，且 P 是 p \， p :， …， p ‘ 的一个凸组合，其中是实数，/,>0, 

h 

2^ = 1. 因此，一条线段是由其端点的所有凸组合组成 ，一 个三角形则是由它的三个角 

f=-i 

(点）的所有凸组合组成，而三维中的四面体是由它的四个角（点 >的所有凸组合组成 a 
定义 3-2 平面点集 S 的凸壳 CH(S) 是包含 S 的最小凸集， 

点集5的凸壳是 S 中若干点的听有凸组合的集合 & 对于 d 维中点集 SXH(5) 是 S 
的（或者更少)个点的所有凸组合的集合，因此二维点集的凸壳至多是其3个点的所 
有凸组合的集合，每个凸组合的集合确定一个三角形，这样，平面 点集* S 的凸壳是由 S 中 
的点确定的所有三角形的并 

点集5的凸壳是包含 S 的所有凸集的交，或者 CHCS) 是包含 S 的所有半空间的交。 
二维中的半空间是半平面，它是指位于一条直线上及该线一侧的点的集合，这个概念可以 
推广到高维。注意，集合的凸壳是一个封闭的并且包括内部所有点的域，但在计算几何中， 
凸壳也理解为上述的域及其边界 & 

定义 >3乎面点集 S 的凸壳边界 BCHG) 是一凸多边形 、其 顶点为 S 中的点。 
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BCH (: S > 是包围 S 的最小凸多边形尸，即不存在多 边形产 ，使得 P ^ P ^ S 成立。 
BCH ( S ) 是具有最小面积并且封闭的凸多边形/\或者是有最小周长并封闭的凸多 


边形/\ 

由定义34与定义3-夂凸壳边界或者凸壳必包含凸集 . 可以 
这样来想象平面点集的凸壳，用一根橡皮圈套住 * S 中的所有点 ，当 
橡皮圈收缩时形成的图形就代表了凸壳的图形，如图 3 d 所示。 

平面点集 S 的凸壳或者凸壳边界是一凸多 边形； 反之，一个凸 
多边形必是一个平面点集的凸壳或凸壳边界. 

利用凸壳的概念可以简化许多问题的求解，例如，点 P 到凸点 
集 S 的距离 （ 可以用点到 CHW ) 的距离来代 

W ; 凸点集 A 与&的距离 （ = min d ( A ， t )) 可用 CH (5,) 与 

CH ( D 的距离代替 d 中最远两点的距离即 S 的直径以 CH (幻的直径 代替；凸集& 与& 



是否相交，可由 CH (\) 与 CHU :) 是否相交来决定， 

BCH ( S ) 是一凸多边形，其顶点数目 mOt ) 和点集中点的数目 n 有下列关系: 
(1) 〜时， A 维球体中均勻独立地随机分布《个点，其凸壳顶点数 


m ( k ) = OC ^~ 1>/a+1> ) 

当是 = 2( 平面情况)时, m (2>= OUi ) 6 
当走 = 3( 空间情况>时，切 （3)=0( n 幻， 

(2) 时，点集中的点呈 A 维正态分布 * 则点集凸壳的顶点数 


m ( k ) ^ 0(( log «) <4 


-\m 


(3> 7^-0时*若 Jfe 维空间中《个点的分置是独立地从任何连续分布的集合中随机选 


取的 * 则其凸壳的顶点数 


( k ) = 0(< logn )* 


总之有 lim 


m { k ) 


， ^s. 


n 


0,这表明凸壳顶点数大大少于点集中的点数。如用凸壳代替点集， 


那么不仅使得问题变得简单，而且可以节省存储李间。 

计算平面点集 S 的凸壳就是按逆时针方向计算边羿顶点。当 S 是平面上任意《个点 

的点集时*计算 CHCS ) 至少耗费 OUlog /1) 时间如果 S 是 
平面上任意多边形顶点序列，即 S 中的点按某种顺序排 
列，那么耗费线性时间便可计算 CH (5) fl 当5中的点实时 
增加或减少时 * 耗费 0( log 2 n ) 时间可以求得 CHCSK 即保 
持凸 壳）。 

1978 * t Sh a mos 发现凸壳问題与分类问题之间有密 
切关系，利用凸壳顶点可以分类，从而由分类问题的下羿 
可以得到凸壳问题的下界， 

给定平面点集如图 3-2 所示，这些点都在抛 
物线上，同时也在凸壳上 a 耗费次比较可以找到 j 坐 
标最小的点，即耗费 O ( n ) 时间可以求得凸壳的最低点^ 
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它对应于最小的 X ,,凸壳上由 a 开始按逆时针方向排列的点的 X 坐标便是分类结果，这就 
将凸壳顶点与分类结果联系起来了， 

设了 (《) 是算法 A 构造《个点的凸壳所需要的时间，则利用算法 A 求解分类问题耗 
费时间为： r <«)+ CK «)( 先构造凸壳耗费时间 T (« : K 然后进行分类，即找点 a ， 耗费时间 
其中 O ( n ) 表示改变凸壳为分类结果所需要的时间，也就是利用凸壳顶点进行分 
类所需要的时间(即上述寻找点 a 的时间）。已知分类问题的复杂性下界为0(«1叫/1),因 
此有 

Tin ) + <3(«) = 0(/ ilogw ) 

求得 

Tin ) = O ( nlog «) — Oin ) = 0( rtIog «) 

故有下面的定理， 

定理 3-1 设 S 是平面上/»个点的点集，则计算 CHCS ) 至少耗费 0(/ ik > g «) 时间。 
证明设；^九，+” + 九是5中的 n 个点，分类这些点的 r 
坐标，设对应于 x _ 构造点 ( u ?)， 即将 
点 A 移至抛物线> =?上，用中表示，如图 3-3 所示，这样， 

CH < S ) 由所有点切(/=1^)组成，分类 心需要 0( 士 g «) 时间， 

而由^构造点耗费 Oh ) 时间（以乘法为基本操作），因 
此计算 CH ( S ) 至少耗费 CKnlog «) 时间。 证毕。 

定理 3-1 在允许乘法且分类要求 OUlogn ) 时间的计算模 
型中均成立 ，它可 用于维数大于1的空间。对于 i 维空间中的点 
集，凸壳是包含它们的最小区间，用线性时间可以求得该凸壳。 

定理 >2设 S 是平面上简单多边形顶点序列，151=^，则 
计算 CH ( S ) 耗费 0( 幻时间 6 

证明下述算法计算 CHG )。 

步1求 S 中点的 j 坐标最小值所对应的点，设为户,。 

步2过 A 向右引水平线/，计算 S 中其他各点与久的连线以及这些连线与/的夹 
角，其中最小、最大夹角的另一端点均为凸壳顶点 • 设为这样 
九，~均为凸壳顶点，其他顶点按给定多边形方式连接。 

步3设想 p 即 p 抑…， 在多边形上，然后从 A = a + 2 起逐个向前倒査 
户 m …，么+,是否在凸壳上，其检査方法是考査/^和〜是否在和连线的两侧。 
如果在同侧,则可暂时认为九^在凸壳边界上;否则 * 认为不在凸壳边界上，再査广 
和九是否在和外 -3 连线的两侧，如果是同侧，则可暂时认为九在凸壳边界上 t 否 
则， A ..: 不在边界上，可以删去 . 继续査下去。因为已确定在凸壳边界上，对所有石， 

必在久和么连线的同惻，所以上述循环检査总会成功，即位于九^和连 
线的同侧，—该过程直到 A=m + 1 时终止，此时得到凸壳边界上的全部顶点， 
步1和步2耗费线性时间。每个顶点至多被删去一次，所以步3需要时间 a 总 
之，该 算法的时间复杂性为因此定理得证。 

定理 3-3 设 S 是乎面上《个点的点集汐是平面上一点，给定 BCHCS ) 的均衡分层 
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示说明 


表示，那么在时间 OUog«) 内可以计算 BCH(SU 彳 W) 的均衡分层表示。 

证明由定理 2-1 知，耗费时间 0(lo 糾)可以判定/>是否位于 BCH (幻的 内部。 如果 
/>在 BCH(S) 的内部，则 BCH(5) 就是 BCHWLMWK 故定理成立；否则，利用二叉搜索可 
以计算 p 与 BCH(S) 的正切线，以求上正切线为例，过程如下： 

设9是 BCHW) 的项点 t 如杲线 段巧与 BCH(S) 只有一个交点 ？ ，则线段 巧即正 切线， 
分为正切点 & 因为 S 的凸壳顶点是按逆时针方向排列的.所以只要判定与 g 相关联的两个 
凸壳顶点位于巧的哪一惻便可确定射线冗是进入 BCH(S) 还是离开 BCH(S). 无论这两 
种情况的哪一种发生，只要对 g 的前趋或后继顶点序列进行二叉搜索，耗费 O(lo g «) 时间 
就可以找到正切线及正切点。 

在原均衡分层表示中再用常数次分裂和连接操作可以完成 BCHGUb)) 的均衡分 
层表示，因此定理成立 & 

定理 3-4 给定平面上两个不相交凸多边形 A 、/? 的均衡分层表示…， 
/O) 和1^^(彳〜 +| .〜，/^> + 并且设夂卜, …<户,，其中<是圮上的 
词典序，则在 CKlogW 时间内可以计算…，; O) 的均衡分层表示 4 

证明 在凸多边形1和尺中分别选取顶点 n 和考査与 r,，t 关联的两个顶点 

与 r. + Mu 与心,对方向线段；^的位置关系。然后再对的前趋或后继顶点序列进行 
二叉搜索，耗费 OUog/3) 时间可以求得上、下正切线及正切点，最后在原均衡分层表示中 
利用常数次分裂和连接操作便可求得 BCH (彳…, / U) 的均衡分层表示 a 

3.2 计算凸壳的算法(二维） 

本节介绍寻求平面点集凸壳的一系列算法，包括卷包裹法、 Graham (格雷厄姆)方法、 
分治算法、 Z S1 算法、算法、实时凸壳算法、增量箅法及近似算法 5 

3,2，1卷包裹法 

. 卷包裹法是由 Chand ffi Kapw： 于1970年提出的，其基本思想 如下: 首先过 j 坐标最 
小的点夂画一水平直线；，显然该点是凸壳的一个顶点 & 然后/绕久按逆时针方向旋转， 
碰到5中的第二个点仏时，直线/改绕仏按逆时针方向旋转而在化与九之间留下一线 
段，该线段为凸壳的一条边。继续旋转下去，最后直线/旋转360。回到/>,,便得到所要求的 
凸壳 

直线/绕点 A 的旋转是通过以下方法实现的：首先连接 A 与非凸壳顶点 P ” 卜 

得到线段 fg， 然后求这些线段与 /( 即^ :) 的夹角，组成最小夹角的另一端点 
Aw 即凸壳顶点 ， 

算法(卷包裹法） 

輪 入平面五 2 上 rt 个点 pop ” …小 的坐标 

输出 点集彳…， aJ 的凸壳顶点 

步 i 计算 a > 的最小值，其对应的点设为户,。 

步2从△向右引一水平射线.记为 
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步 3 计算与《的夹角 )^min angle (/>, p % 仏），?■ = 2，”，设为七 
是角 A 的一条边七的另一条边的端点是凸壳顶点，记为户 £ . 

步4 )一1，力—3，州—2。 

步5以久代替 prh (九户 I )，计算 与户; 户』厶“ =的夹角 angle 
(^7+;，户』;十二)及 min angle(/v7^， 九户二）， 设为‘ 。〜的另一条边的端点即凸壳顶点， 

I 

记为户*, 

步6 ) — /+1 A + 1 , m ^- m -\-\, gOtO 步 5 ,直至〜的另一条边的端点为户〗 c 
步7输出凸壳顶点 p \， p ” …， 

算法中找到的凸壳顼点 A 的编号 h 可能与点集中该点的编号不一致，比如是此 
时只要交换两点的编号即可 & 

算法中的步1耗费 m — 1次比较，步2只需要常数时间。步3需要计算夹角 /I — 1 次, 
然后耗费《 — 2次比较可以求得步4至步6循环 n — 2次，每次循环需要计算夹角 《 — 


/一] 次，比较 n — < 一2 次」=1，《 — 2。 步 7 耗费常数时间。因此，算法需要计算夹角的次数 
为 


n — 1 + ^ — i — 1 ) = 0(n ? ) 

比较次数为 3 


n — 

故算法的时间复杂性为 


2 + 


- 2) ^ 0(« 2 ) 


3 U 格雷厄姆方法 


1972 年 ， 格雷厄姆发表了一 篇题为 “An efficient algorithm for determining the 
convex hull of a finite planar set ” 的著名论文，这是计算几何妒域中具有重要意义的早期 
卓越成果，文中所提出的方法称为格雷厄姆方法. 

由定义3,3知， BCHW) 是一凸多边形，而凸多边形的各顶点必在该多边形的任意一 
条边的同一侧。这是格雷叵姆方法的依据。此方法步骤 如下： 

U) 设凸集中 y 坐标最小的点为把久同凸集中其他各点用线段连接，并计算这 
些线段与水平线的夹角。然后按夹角大小及到化的距离进行河典式分类，得到一序列 
…，/ >,，依次连接这些点，便得一多边形，久点是凸壳边界的起点，化与九也必是 
凸壳顶点。 A+i * 如图 3-4 所示 t 

(2) 刪去…，么-,中不是凸壳顶点的点，方法 如下： 

begin 

1* 力 —4 

Z . >— 2 

3 . if 灼和 A 分别在两侧 then 刪去，后继顶点编号减 1* 
else 暂为凸壳顶点，并记录 
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( a ) ( b ) ( c > ( d ) ( e ) 

图 3-4 格雷厄姆方法的解择 
fa) 依各点倾角的大小分类； （b> 按序连线成一多边形 

* = 4 .向前倒査与 h 在内-两所以 p , 不在边界上+删去户 3 
( d ) 腺敢为 p、、pi 和声4在 At - 】同制 * 户3暂时在边界上1继续査下去 
( e > 最后得到凸壳的六个顶点 

4- >^7+1 * goto 3,直至）=是一 1 
5. k^*-k + I j goto 2,直至々 = n+l 
end 

<3> 顺序输出凸壳顶点。 

利用 5. 1节中的 some 函数 

some = (dx # d_y, — dy * d^,) * (dx » dy t — dy* dx 2 ) > 0 

可以判定点 A 和点九是否在线段 S 的同侧， 

由于点集中有《个点，步骤 （2) 中转移到2的次数不超过《，每个顶点至多被删去一 
次 ，删 去顶点的个数也不可能超过I因此步骤(2>需要线性时间。步骤 (1) 要计算 《—1 个 
夹角 + 并按夹角分类,计算每个夹角只需要常数时间，计算 《—1 个夹角 耗费线 性时间，分 
类要时间 CKnlog/O a 因此格雷厄姆方法的时间复杂性为 CK«log«)。 由定理 3-1 可以推得 
结论:格雷厄姆方法是求解平面点集凸壳问题的最佳算法。 

3 - 2 3 分治算法 

Preparata 和 Hong ( l 97 7) 把分治技术首先应用于凸壳问题。为了说明简单起见，假设 
没有三个点是共线的，井且没有两个点位于一条垂线上 & 

把点集5分成两个大小近似相等的子集乂和&，然后分别递归地寻求 CHOSi)* 
CH(A)， 这是两个凸多边形，设为尸 ，和 ，最后找尸, UA 的凸壳 & 这就是分治算法求点 
集 S 的凸壳的基本思路，可描述 如下： 

步 1把 S 中的点按^坐标分类 

步2分 S 成两个子 集&和 和&分别包含「皆]和 | f 」 个点。 

步3分別计算 / ^=04(4)* P 2 = CU { S 2 ). 

步 4合并 CHA) 和 CH(A )， 即计算 ememDUCHA)), 

将 S 中的《个点按X 坐标 分类: …， m， xn +l …， I HI 对应 
的点作为其余点作为& & 这种分割 S 的方法使得/^ 与匕是 两个分离的凸多边形。另 

一 种分割5的方法是从5中随机选取点轮流放入&和&中，用这种方法得到的&与 
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匕 是两个不一定分离的凸多边形，即 AnA 关0，然后寻找 ctKtnhK 可以用其他方 
法求子集的凸壳，能否快速合并两个子凸壳是提高分治法求凸壳效率的关键，定理 3-4 的 
证明中所示方法耗费 0(log«> 时间可以求得 CH(P,U 込），但这种方法需要预先 将尺与 
P , 用均衡分层表示，而构造/ 与匕的 均衡分层表示却耗费 OG) 时间。1978年, Shamos 

提出完成合并工作的一种箅法 & 现描述如下 4 
Procedure MERGEHULL(5) 

步 1 if 1別<某个小的整数 then 用其他方法计算 CHCS), 终止 
else goto 步 2 & 

步 2分割 S 成两个子集 &和心 ，1 又卜 + d 
步 3递归地计算(^(5,)和0^(5 2 ) 6 
步 4合并 <^0$ ] )和(：14(&)形成0110?)。 

Procedure HULL of UNION of CONVEX POLYGONSCP M F E ) 

步 1 在厂 内部找一点 p . p ^ S , 

步 2 if 户不在 P 2 的内部 then goto 步4 
else goto 步 3 a 

步 3 p 在 I \ 的内部， A、P £ 的各顶点与 f 连接，并按夹角大小进行分类, 得匕和 
Pz 顶点的一个分类表 * 如图 3-5U) 所示， goto 步 5 a 

步 4 计算户与户 2 的正切线，得到正切点《与〜 在匕 中删去从1到《链上的顶点， 
保留从〃到^链上的顶点，并将这些顶点及 A 顶点与 A 连接，再按夹角大小分类，得顶点 
分类表，如图 3-5(b) 所示。 



u ) ( b ) 

图3 5合并/>,与广 


步 S 在顶点分类表上执行格雷厄姆方法便得到 AU 込的凸壳. 

上述求两个凸多边形并的壳的算法中，步1用常数时间，步2耗费时间 a 由于 

八与是两个凸多边形，并且户 ep t 门匕，所以步3中的分类实际上是合并两个已分类 

的顶点表，该合并工作需要 CK») 时间。绕 A -周用 O(n) 时间可以判定 w A 的位置，并删 

去从 r 到"的顶点链(不含然后用0“）时间合并两个顶点表 t 所以步4需要 

时间步5只是使用格雷厄姆方法中的步 （2), 所以步5霱要 0U) 时间。因此合并两个凸 
多边形耗费 OU) 时间 a 

设 TOO 表示求《个点的集合的凸壳所需要的时间, t/U) 表示找两个凸多边形的并 
的壳所需要的时间，其中每个多边形有 | |」或 「j _ | 个顶点，则有递归关系式 

ru)€2r ( 皆 ) + (3-3) 
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由上述分析知, [/(«>=CK«), 因此式 (3-3) 可以写成 

T(«)<2T -hC« (3-4) 

其中 C 是常数 & 该递归关系式的解为 ru)=o( n iogn)， 这表明用分治法求 n 个点的集合 
的凸壳所需要的时间为 

对两个凸多边形执行 “Procedure HULL of UNION of CONVEX POLYGONS” 之 
后，还可以得到两个凸多边形的“支撑线”(即正切线），这只要沿合并之后的凸壳边界检 
査，凡相邻顶点对(一点来自/V另一点来自/\>便构 成一条 支律线 6 

3. 2. 4 Z^.i 算法与 Zw 算法 


这两个算法是周培德于1938年独立提出的。基本想法是先求出点集中 x，：y 坐标最 
大、最小值，然后顺序连接最大、最小值所对应的点成四边形， 

该四边形划分点集为5个子集，不考虑位于四边形内的子集， 

对其他4个子集分别劚去不是凸壳顶点的点，如图 3-6 所示， 

2 3 .,算法 

輪人平面上《个点的坐标 Pi ( t (x ： t ^ » 

6(：1\，％)，所有/?个点存入 Bxarray (h , n ) of point, 

輪出凸壳顶点丑 ,（/=l，2,3,4):array (l*：n,) of point* 

步 1 if « = 3 then H 点均为凸壳顶点 



else goto 步 

步 2 计箅…的最大、最小值 + 确定相应的点*记为(设最大、最小 
值只有一个 h 计算，…,的最大、最小值 + 确定相应的点，记为 A^，Af〆 设最大、最 
小值只有一个）。 

步3连接 A/ l+ A/ 2 , 抓和 阢成四边形， ra^<M s = M,) 右侧的点存入芪(/ = 1，2, 

3,4>。点〆 x，y) 是在有向线段 ACr,，％ 的左侧、右侧还是在其线上分别取决于 

三阶行列式 


^ y I 

3^1 1 

All 

的值是大于0、小于0还是等于0。 

步4 1 

步5 if B -0 then goto 步7 

else 将芪中的点按 x 坐标分类，设分类结果为 = 

A /. + i )。 

_ 

步6检査 AmAp … .中哪些点是凸壳顶点(如和/ V 必定是凸壳顶点）， 

步 6-1 依次连接九 | ，鈐,” p ,' 3。 

步 6 _ 2 if 化在^ 的右侧 then 连接与 A *, 删去 A , ，如 改为如 ，改九为 
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= 4 ，&一 1 ) /I, — 1 ，goto 步 6-2； 




else 连接户。与 A 十1 

if 走 then goto 步7 
else goto 步 L 3 

步 6-3 if A * 在^^7二的右侧 then 连接 A . w 与删去 A + m ， 知改为 

A ，* I ， A * 以后的点的下标减 1， a—a 
一1; 

if k>S then goto 步 6-3 

else goto 步 6-2 
else goto 步 6-4 

步 if A > 在 A a A > - 〗的延长线上 then 连接户 ，.卜』 与和，左—是 +1; 

if k > n , then goto 步7 

else goto 步 6-3 
else goto 步 6-5 

步 6-5 ~ 在 AuAj -] 的左侧 * 连接户,.*-〗与 + 

if k > n , then goto 步 7 
else goto 步 6-3 

步 7 凡中的％个点 （包含 M 和 M . + l ) 即凸壳部分顶点 A 

步8 if />4 then goto 步9 

else f — ; 十 1 goto 步 5 

步9反 (，= n ) 中的点即凸壳顶点 

算法 Z 3 _ ，的步3使得位于四边形内部的点均不能进入扠 G = n ), 即这 
些点不是凸壳顶点的候选点（但仍保留在 if 中 h 对汉中的点要逐点检査，按 ft 中各点 : r 
坐标的顺序私中的点按递增序 ，氏 、戌中的点按递减序排序），利用判定点在巳知方 
向线段的右侧、左侧或其上的方 法对扠 中的点进行筛选，其依据是凸壳顶点必在其方向 
边（逆时针方向为正向）的左侧（或其上 h 当点心在某方向线段？的左侧（或其 
上)时，则仏暂时保留在払中；而当点 h 在^^的右侧时，则刪去点 每当 k 
值增加1或减少1时， A * 及其之前的点就暂为凸壳顶点。每当 p lt 改为 时,便从芪中 
刪去一个点，同时的值减 U 经这样筛选后，昃中就不可能有点位于某方向线段的右 
侧 6 因此算法厶.,正确地求出了平面点集的凸壳顶点^ 


算法的步2需要2 | ju -2 | 次比较操作，步3用线性次乘法就可以完成,步5 

A 

分类共耗费 ^ n t \ o Zn , 次比较，步 6 至多需要次判定 ( C 为常数），每次判定要9次乘 

i « | 

法，所以步 6 需要线性次乘法 & 其他步骤在常数时间内均可完成 & 因此算法 z 3 _』 总的时间 
耗费为 OGlogd 次比较和线性次乘法 & 

对算法作些修改，可以得到下面的算法， 

L 算法 
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输入、输出、步 1 至步4与箅法 Z. m 相同， 

步 S 求拉中各点（设凡中有 a 个点，第一个和最后一个点分别为 H 和 M t + 。与 
的距离，设为，其中= 

利用公式 d = 二 可以计算点 M ： r , W 与线段 

p\ ，: Vl )/h (12 ， J2 〉 的距离 * 

步6求 Um 心，…,^丨的最大值(设最大值是唯一的）及其对应的点，记为〜 
因为是求最大值，只要进行值的比较，所以可以考虑/的比较,这样可以避免开方运 

Aa£t 

算。 _ _ 

步7连接 K 与/和/与右侧的点分别存入 仏和 H .„ 对 B “ 

和分别重复步 5( 此时 SO?：：； 分别改为^^和^^)与步6工作,并分别找到点 

连接 A /, 与义, Z 与〆，/>:与义“与 M + l 。 递归地计算点到线段的距离， 

步8重复步5,6,7,直至所有^都成为空./由1增至4,其他下标^…， h / n 取 

值 0、1 或2 & 每次找到的点必是凸壳的一个顶点*而全部点便组成凸壳顶点， 
设”个点均匀分布在同一圆周上 a = f, 则可以证明.算法2^中步5至步8所需求 

4 

距离的次数为 「 Iom / UWwI — 2丨 1 。8” +1) 总的耗费不超过 

i =s I 

0(«log«) 次乘法和线性次比较 。 

3 ^ 2 . 5 实时凸壳算法 

上述求凸壳的算法有一个共同的特点，就是在执行箅法之前要求给出所有点的坐标， 
这种算法称为脱机算法。在许多实际问题的处理中，这一要求不能满足 。一 种情况是当阶 
段计算完成时算法才接受(或请求)一个新的输入，另一神情况是数据按某种规律（比如等 
时间间隔)到达 ，这 时要求算法在下一个数据到达之前完成阶段计算 。 满足这两种情况要 
求的算法称为联机算法，而后者又称为实时算法 a 

脱机算法的下界也适用于联机算法，由此可推得联机算法在连续输入之间所需处理 
时间的下界，然后设计满足该下界要求的联机凸壳算法 6 

设 T («) 是联机箅法求解输入规模为”的问题所需要的最坏情况的时间是第/ 
个输入和第£ + 1个输入之间所用的时间,/“《>是求解问题所需要的时间的一个下界，则 
关系式 

I 

Tin ) = ^ Lin ) 

给出（/⑺的一个下界，即任何联机凸壳算法在相邻两点输入之间脔要处理时间， 
普雷帕拉塔 (Preparata) 干1979年设计了一个联机算法，其7’(《)为 OUiog«) ，；7(/) 
为 O(lo 卟），从而满足限界要求。 

设 C . |=(:出{户』士，•时刻/输入点 A * 要求在 0( log «) 时间内找到从 A 
到 C -。 的正切线。从久看 C …^ 位于左(右)边的正切线称为左(右)正切线，如果6位干 
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CV - t 的内部 t 则不存在从 A 到 c ., 的正切线，如果存在左、右正切线，那么用 A 代替两个 

正切点之间的顶点链便得到…， A }). 定理 3-3 的证明过程所提供的箅法也 
已达到限羿要求。 

下面再介绍一个实时凸壳算法，该算法的依据是，如果点 〆 
在凸壳 CH 的内部，则射线％(图3,7)逆时针旋转角度以之后 
回到初始 位置; 如果点^在 CH 的外部，射线在 CH 上）先 
逆时针方向旋转，到^后改为顺时针方向旋转，到 zy 后又改为 
逆时针方向旋转，直至回到初始位置为止。改变旋转方向的位置 
恰好是正切点 。 

实时凸壳算法 

步 1 if |5|=3 then 3 点为凸壳顶点*连接3点便得 CHCS ) ,终止， 

€lse goto 步 2 

步2 任取3个点（不共线)组成凸壳顶点，再逐个取剩余点，执行步夂 
步 3 已知<^(义）*义[5.04(夕）的顶点按逆时针方向排列，简记0^(义）为（\ 
if S — S ，= 0 then 输出 CHW >， 终止 
else 在 *5— 夕中取点户 
步 4 在 C 中任取3个顶点 

，是。 

步 5 if ^ 同符号(逆时针方向力正） 

then 户是 C 的内点 ， goto 步3 
else goto 步6 

步 6 if 与不同符号八怂是(：的 3 个相邻的顶点 

then >是正切点， goto 步7 

else if 与 ZhM 。 不同符号 / W 。， 人，心是 C 1 的3个不相邻的顶点，设 

顶点顺序力 … J ， …,…， W •，力“ 

then 检查区间 ， ljqm ， j^mko 

if Z /外。 与 ZAP 〃不同符号(或其他角对不同符号） 

then 以 代替 怂 ， goto 步6 

步 7 重复执行步 6 —次.找到正切点^和〜 & 该正切点分裂 C 成两部分 G 与（\, 
如图 3-7 所示，删去内部点链与 G (包括…外）构成 CHWU 5 、 y U ( 〆 ， 

goto 步夂 



I ?! 3-7 E 切线与正切点 


这是一个概率算法，或称随机化算法，它所需要的执行时间显然与 3 个初姶点 j 点、 


k 、 h 、 mi 、 m 的选取有关。如果以二叉搜索方式选取 /， m ， 那么耗 
费 0( iog «) 时间可以找到正切点仍与 iv , 由于点集 S 有《个点，所 
以该算法的时间复杂性为 OUbg rt ) fi 

在某些实际问题中,需要从已有的凸壳顶点中删去1个点 A , 
然后恢复剩余点集的凸壳 、即求 CH ((5- CH (5)) U ( CH (5> - 

这类问题与上述问题恰好相反。从 CHG ) 中刪去点 A 后，与 
A 关联的 A 之间可能要补充新的点充当凸壳顶点，如图 3-8 



图 3- S 删去点众之后 
形成的新凸壳 
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所示， 

凸壳顶点的1坐标最大、最小值所对应的顶点*分裂凸壳顶点链成两个子链，位于上 
(下)方的子链称为上（下)壳，分别记为 ^7(/,)壳 & 向凸壳插入或从凸壳中删去一点时都用 
树作为数据结构 。一 般有两种情况：每个树结点表示一个点；仅用叶表示点 * 每个内点表示 
它的叶子的/7壳. 

设 v 表示树7’ 的一个结点以 k ) 表示存储在^为根的树的叶子中点的 t / 壳，如果已 
知 r 的左、右子结点的 t /( LSon ( WW < RSon ( iO ), 那么只需要确定两个壳的一条正切线 
及正切点 A 和用函数 BRlDGEtR , R ) 产生两个 U 壳 R 和％的正切线。 

树中每个结点带有两个信息 Q ~) 和整数其中 Qb ) 存储不属于 uffatherb )) 
的 U ( iO 的一部分，若 r 是根，则 Q { v ) = U ( v ) Wb ) 表示 (7( iO 上左正切点的位置 

在均衡树 T 中，每个叶子结点对应一个点.每个非叶子结点对应一个桥，并附加信息 

和 T /( rO , 这种树称为壳树9利用壳树可以维持平面凸壳9图 3-9 是一壳树，叶中数字 
表示插入点集的点的顺序，内点标有两组 信息: 加圆括号者为 Qb )* 未加括号者为 Jb )。 
例如根结点有标记（11，4_1,5, 12) 其中 （11 ，4，1，5, 12) 表示根对应的点集的上壳顶点 
链 i 3 表示 17(〃) 上左正切点的位置（上壳的第3 个点 h 又如根的左子结点标有 (7) ，2,其 
中（ 7 >表示不属于根(左子结点的父辈）所示上壳的一部分,即结点7不属于 上壳； 2表示 
子集彳11，4.3,9，】，7}的上壳左正切点的位置(即结点4)。 



1 1 4 3 9 1 7 2 ]0 5 8 6 12 



图 3-9 平面点集和对应的壳树 


图3，10与图111表示插入与蒯去户，后形成的 U 壳及壳树，其中虚线表示动态 
修改过程及部分结果 s 

增加点由两个过程完成，第一个过程由 DESCENDS , 户）完成如插入'厂中哪两 
个叶之间（®成新的叶），第二个过程 ASCEND ⑻完成树: T 中各结点信息 QUO ， J ⑹的 
修正 

Procedure DESCEND ( v , fi ) 

begin 

if 叶 then 
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播入尸 
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囝 3-10 插入形成的 L 壳及壳树 



U 4 3 9 ? Z \a 5 8 6 12 



图： HI 刪去点 A 后形成的壳及壳树 


begin 

( Q ^ Q ^ SPUTOJM ^ M }； 

C r (LSON(v))^SPUCE(Q^O<LSON(T；>»i 

t/<RSON(u))*-SPLICE(Q(RSON(v)>,Q ft )^ 

if p 、 z^ ： v. x then v*^LSON(v) 

else ^ RSON (^) 

DESCENDS ， 户） 

end 

end 

其中 SPLIT 是把一个串（壳顶点序列）分裂为两个子串; SPUCE 的怍用是并列两个串„ 
这两抻操作各运行 O(! 0g 0 时间，其中 A 为分裂之前或连接之后串的规槙，因为 K 〜所 
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以在 DESCEND 中访问每个结点需要 0( log «) 时间。 

Procedure ASCEND ( t ^) 

begin 

if 根 then 
begin 

(Q^Q z ,Q^Q A ； J)*-m\\yGE(U(v),U{SlhL\NG(v)))i 
Q ( LSON (FATHER )) — Q 2 ; 

Q(RSON<FATHER(^>>)—ft; 

(7( FATHER ( t .))- SPLICE ( O l , Q 4 ), 

J (FATHER ㈤ ） 

ASCEND(FATHER ㈤ ） 

end 

else Q ( v )^~ U ( v ) 

end 

在 DESCEND 中访问每个结点耗费 0( lo 奶）时间，: T 的深度是 O ( logM ) ,所以 
DESCEND 的最坏情况下时间复杂性是 0( log 2 «h ASCEND 具有相同的时间复杂性，类 
似分析适用于删去一点的情况 & 因此，对平面中《个点的点集的 C / 壳和 L 壳进行插入或 
刪去，其最坏情況的时间复杂性是 OUogkh 

3- 2.6 增最算法 


由于格雷厄姆算法依赖于角度分类，而在三维情况下角度分类没有直接的对应物,故 
格雷厄姆算法不易推广到三维.将要介绍的增量算法及上面阐述的分治法、 Z 3 _ 2 算法等则 
易于推广到三维， 

给定 n 个点的点集心增量算法求 S 的凸壳的基本思想 是:一 次添加一个点，构造前务 
个点凸壳时用到前 A — 1个点的凸壳，即每次增加一个点到已有的凸壳中去。 

设彳力 / U ， 并设5中任意三点都不共线*增量算法的步骤 如下： 

步1取点 p if p z , p s 围成的三角形为初姶凸壳 

步2 for ^ = 4 to n do 

Ca^CHC{CH i _ 1 U/>^) 

执行步 2 时会 出现两 种情况 “1) 新增加的点，此时 CH * 与 CH *_, 有相同 
的凸壳 顶点； （2) 新增加的点九 eCHh ，则 CH * 由中的顶点与 A 组成。 

按逆时针方向排列 cHh 的顶点序列，如果％在每条 ㈤ 扎^边的左侧，那么 
0化_,;否则，九$0札_ ] 。当炻备0^ | 时,计算<^(彳0^_山/^)，其关键是找到由化到 
CHh , 的正切点，下面的算法可以找到正切点。 

for / = 2 to k — 1 do 

if (A 在 A - 的左侧八 A 在^ T 的右侧） V (外在？的右侧 Ah 在 
AA ■^的左侧） 
then />_是正切点 
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以判定点在方向线段的左、右侧为基本操作，则判定正切点算法的复杂性为在 
最坏情况下,即《个点均为凸壳顶点*增量算法的时间复杂性为3 + 4 +… 

1987年， Edelsbrumia 提出了改进的增量算法*其复杂性为 OblogNh 

3.2.7 近似凸壳算法 

有时为了提高算法的效率 * 减少时间开销•而降低精确性，这就是要求设计近似凸壳 
算法 4 在实际应用中，由于平面点集点的位置测量不准，目卩输入数据是近似的，所以设计近 
似凸壳算法是有意义的。 

Bemley.Faim 和 Preparata 于1982年提出了一个近似算法,其构思是从点集 S 中抽 
取某个子集然 后求& 的凸壳，把 CH (\) 作为 CH(S) 的近似 & 该算法描述如下： 

步1求 S 中点的: r 坐标最大、最小值所对应的点■设为与 A_ -其I值亦记为 

p.tvfttt ^ psnun o 

步 2 卜 为正整数，划分点集5所在域为&个长条，计算 s 中各点所 

在长条的编码，位于第/条的点构成 s = Osm 

/= 1 

步3计算&中点的: v 坐标最大、最小值所对应的点、设为与 

"{ ’ 广 .’min * , 户 viwn } u 

步 4 计算义的凸壳 CHW> ，以 CHCT > 作为 S 的近似凸壳， 

在步3中增加比较相邻条夂_ 2 . ^^，父^中点 j 坐标最大值.如发现两侧值 
大于中间值，则删去中间值小的点，对 _y 坐标最小值也作同样处埋。这祥， Y 的规模将减 
小. 

步1要求 O(n) 时间，步2耗费 O ㈤时间，步3需要的时间不超过 OUW 至多包含 
Zk + A 个点，所以步4用 OU) 时间求得V的凸壳 & 因此算法的时间复杂性为 OU+々>。 

上述算法求得的凸壳是近似的（是真壳的子集），也就是说凸壳之外可能有 S 中的 
点，设该点为/>，可以证明 f 离近似凸壳的距离不超过夂 

3*3 计算凸壳的算法(三维） 

3. 2节中计算凸壳的算法，有些能推广到三维，比如，卷包裏法、分治法、算法及增 
量算法等.在介绍这些算法之前，先介绍一些基本概念。 

3-3+1 基本概念 

定义 3-4 多面体的边界是一个乎面有界凸多边形的有限集合，其中凸多边形称为 
多面体的侧面.两个侧面的交叫做多面体的棱,而棱与棱的交称为多面体的顶点。如果多 
条棱交于某 顶点仏 则称这些棱与顶点 v 关联。共享一条棱的侧面叫做邻接侧面 

多面体是由点 (0 维）、线段（一维)和凸多边形 ( 二维)等几何形体围成的空间有界域^ 
凸多面体又叫做多胞形 •或 3-多胞形，凸多面体中任意两点的连线在其内部.因此凸 
多面体是一种特殊的多面体 t 凸多面体中任意两个邻接侧面所形成的二面角（多面体内 
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部)是凸的 (Oh 同时与顶点 ^ 关联的棱之间形成的平面角的和小于 

如果假设凸多面体的每个侧面均为一个平面三角形，那么将得到一种特殊的凸多面 
体（单纯形），下面主要介绍的由给定点集 S 求得的凸壳，就是这种类型的凸多面体， 

设三维空间中给定^个点的点 集义并 且没有4个点共面。定义 3-1 的凸集、定义 3-2 
的凸壳及定义 3-3 的凸壳边界也适用于三维空间,仍采用 CHCS)、BCHCS) 表示点集 S 的 
凸壳及凸壳边界^ 

定义 3-5 点集 S 的凸壳边界 BCH(S> 是由若干平面三角形组成 + 称这些三角形为 
BCHG) 的侧面，三角形的边称为 BCH (幻的棱(或边），三角形的顶点称为 BCH(S) 的顶 
点。 

众所周知， BCHG) 的顶点数 in 梭数 e 和侧面数/满足欧拉公式另外， 
点集5中的点全部位于 BCHC5) 的任一侧面的同一侧。 

定义 3-6 设平面三角形是 BCH(S) 的一个侧面,井且三角形的3个顶点按逆时 
针方向排列，则由右手定则确定的正向（与外法线方向一致）称为在平面三角形之上* 
相反的方向称为在平面三角形之下。 

设平面 tt 上三角形的3个顶点(逆时针顺序 >的坐标分别为（: r,，：^，^〉， 

外点的坐标为则由四阶行列式 


X 

: V 

z 

1 


y\ 


1 


yt 


1 


y 3 


] 


的值为正、 0、 负可以确定点户是在三角形 <7 &之上 、面上及之下如果改变三角形顶 
点的排列顺序，则三角形之上与之下也随之改变。 

定义 3-7 如果多面体中某两个邻接侧面所形成的二面角大于 x, 则称此棱为多面体 
的凹棱，如图 3-12U) 中的棱？7；。利用“判定一侧面上的点（如是否在另一侧面三角 

形(如之上”的方法可以确定该棱 （比如 7^) 是否为凹棱。 

为了删去凹棱，只要改变连接方法，比如图 3-12(b ), 连接仏与/> 3 ,删去之后，便 
成为凸多面体 。 


气 




(a) (b) 

囹 3-12 凹多面体与凸多面体 
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3 U 卷包裹法 

卷包裹法的思想是，将点集 S 中〃个点投影到^平面上，得到点集夕先求出^平 
面上《个投影点的凸壳，设为 CH ( y >, 另设线段 I 是 CH ( y ) 的一条边界.将 〆 W 转换 
为 S 中的点 a , 过&作垂直于”平面的平面 jra 绕3旋转碰到 S 中的点，设为 o 留下 
三角形(即为 CHG ) 的一个侧面），然后 ; r 改 绕巧和 5旋转碰到 S 中的点，设为 d 和^ 
又留下三角形和 m 继续旋转下去，直至所有侧面三角形的边均为两个侧面三角 
形所共有 ，这样 便得到点集 S 的凸壳 a 

平面 t 绕线段（比如 W) 的旋转是通过以下方法实现的：首先分别通过 S 中（除 ad 之 
外)各点和 线段冗 作平面，共计«-2个平面 . 然后计算这些平面与平面冗的夹角 + 夹角最 
小的平面设为;^ &上只有 S 中的一个点，设为 c, 连接心 he 成一个三角形，该三角形即 
凸壳的一个侧面，这就完成了第一次旋转。其余的旋转类似进行，只是需要计算的夹角数 
目不断减少，这是由于对已确定为凸壳顶点的点不再作平面。 



给定平面 v 与平面 ir , ,其中平面垂直于 xy 平面，如图 3-13 所示， Jr 过点 a { j ： x , y x , 

z x ) yb(xz^yt^Zz) y t ^ z z ) 过点、 a ( jr } f y } ，之】 ） ，6(: r 2 ，力，之 2 )，（（了 3 ，>^，;^) , 贝 1 J 贫与 方丄 

的方程式分别为 


其中 


工 1 — 
0 



其中 Ai = 


yi — y ^ 




Zi_z 


Ax + By + Cz + Z) = 0 






0 


z、 

■ 


t 

Zi 


C = O ^ D — — a：t 


y\—yi 

o 


A x x + B\y + C x z + D, = 0 


= 


■A 艺 1 — 怎 3 


Jj- 

“A ^1~ 

-y3 



-X Z z % —z^ 



-^3 夕 2 - 

-^3 
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D\ = JTj ♦ 






A 


^2 


: i 




工 3 


平面 T 与平面％的夹角 0 的余弦为 


CQS& 


AA t + BB } +CC 


/A^TWTa * V^TbT+C? 


Ah 

y 2^ y ^ 


算法的具体步骤如下： 

步1计箅凸壳 CHCS '), 其中夕是 S 在巧平面上的投影， |y |=、 

步2 在 CH(y ) 的边界上任取一条边，设为由 p \, p z 转换为 p 、， p 2 ，^7 fl % 
CH ( S ) 的一条棱。 

步 3 过即 7^) 作垂直于々平面的 平面〜 

步 4分别过 S 中各点（除户 t ，九外)和线段^作平面…,? r w _ 2 , 计算 O 

IT ^) 与 tt 的夾角找并求最小夹角0及相应平面上 S 中的点，设为九。连接力、户 2 与户 3 
成三角形，诙三角形为 CHG ) 的一个侧面，以该侧面作为转动后的 ； r a 

步 5分别以求得的三角形的另两条边（该三角形最初选定的边即旋转轴上的边除 
外)作为旋转轴，用步4中的方法求 CH ( S ) 的新侧面，直至所有侧面三角形的棱均为两个 
侧面三角形共享。 


步1计算 CHW ) 耗费 Ohlognh 步2和步3只需要常数时间 . 步4和步5需要 
OU 2 ) 次计算夹角，求最小夹角耗费 O ( Y ) 次比较，因此箅法的时间复杂性为 


3+3+3分治算法 


分治算法求平面点集凸壳的思想可以应用于三维空间点集的凸壳问题 . 假设三维空 
间中点集 S 按均衡思想已分成两个点数大致相等的子 集&与 5:,并设已求得 CH (\) 和 
CH (\), 如图 3-14 所示，现要合并^^以^与 CH (&) 成一个凸壳 CH ( CH(D U 
CH (\)) fl 为了完成这一合并工作，首先应寻找一条棱,该棱是合并后的凸壳的一条棱 （图 
3-14 中的线段然后由该棱开始逐步构造三角 形侧面 ，直至回到该棱 & 此时,这些三 
角形侧面及原 CHCSJXHd ) 的一部分三角形侧面组合成 S 的凸壳 a 
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m 3-lt 计算 CH(CH(5,)UCH(5,)) 


将 &分别 投影到 W 平面上，投影点集设为先计算 CH(<) 和 CH(g), 然 

后计算(^((^^^(^(^^，便求得线段^^再恢复到三维中的点屮与/^这样就 
找到了起始棱 

由棱^开始，构造三角形侧面的过程如下:从与 A 关联的棱中选一条棱，比如 
连接 h 与1，得到三角形 Pl p ^ •如 果与久关联的所有其他顶点（图 L 14 中的 Al u 5 
与九)均在侧面三角形 P \ P 2< h 之下，则三角形 p , p zqi 便是 CH ( CHd ) UCH ( A )> 的一个 

侧面；否则.更換与如关联的棱，比如选择再重复上述工作，直至找到棱^；,使满 
足“ 与户， 关联的所有其他顶点均在三角形 p 相、 之下' 三角形 p 、 p 小 是所要求的第一个 
侧面。然后由与 a 关联的棱中选一条棱，比如连接 7 s 与得到三角形 n 九，如果 
与1关联的所有其他顶点（图114中的与士）均在侧面三角形之下,则三角 
形伙必便是 ch ( ch ( a ) uchw )) 的第二个侧面 a 依此类推，直至又成为某侧面 
三角形的一条棱.这时便完成了 CH ( A ) 与 CH ( S 2 ) 的合并任务。 

三维空间点集 S 凸壳的分治算法如下： 

步1 if |^<某个小的正整数 

then 用其他方法计算 CHCS ), 终止 . 

else goto 步 2 

步2分割 * S 成两个子集 A 和_〜= | ^ I = =1*5 I = I 5| I + |5^ I =wj H - 

步 3 递归地计算 CH «,) 和 CH (\)。 

步 4 合并 CHC &) 和 CH (&) 形成 CH ( S ) & 

Precedure MERGEHULL(CH(5!>XH(5,)) 

步 1 将投影到 p 平面上，得到点集夂和5^ 

步 2 计算 CHCSl ) XH ( g )， 再计算 CH (夂）与 CH (<) 之间的正切线，设为 
步3将恢复到三维空间的线段 

步 4 以^为起始棱，反复构造三角形侧面，得到柱形侧面尤 (&,&)， 该柱形侧面 
由若干平面三角形组成，将 CH(D 和 CH(5:) 分成两 部分： 柱形侧面内部 CH, 

和柱形侧面外部 CHJ & hCFMA )。 

步 5 CHAAhCHASP 与 构成 CHKCHGJUCHd ))。 

合并过程中，步 I 的耗费可以不计。步2所需要的时间不超过步3的时间 
耗费也可以不计。步4的耗费与柱形侧面的顶点数有关，在最坏情况下， CHOSdXHCA ) 
分别有〜一〗 ，〜一 1个顶点成为人(&,5 2 )的顶点，每个顶点有3条棱可供选择，对于其中 
的任一条棱又有2个顶点需要判断是在三角形之上或之下。这样，耗费6次判断是在三角 
形之上或之下，便可确定一个侧面三角形，因此耗费 0(«,)+ CK 〜）次判断♦即 0 U ) 次判 
断可以确定人 ( S, ，&) fl —次判断需要 7 2次乘法，所以转換成乘法，其次数也是计 
算丄 (6 VD 的过程中，考虑由 L (又， 6' 2 )上边界中的相邻两条棱形成的三角形 = 
IT ^ T ). 只要判断 CH «,) 的各顶点位于 A 之上或之下，便可确定 CH ,(\) 和 CH 必丄 
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同理可以求得 CFM \) 和 CH :( W 此项工作的耗费也不会超过0(〃） & 步5的耗费可以 
不计 a 因此分治算法的复杂性为 OGIogd , 

3* 3* 4 算法 

诙算法的基本思想是，先求出点集中坐标最大、最小值所对应的6个点，设分 
别为 P \， PvP 2， PpPs 与 Pw 然后顺序连接最大、最小值所对应的点成 A 面体，如图3^15 
所示 J 中的点全部位于图中立方体内部，并且该八面体及其侧平面将点集 S 划分为17 
个子点集，不考虑位于八面体内的子点集。对其他16个子点集分别刪去不是凸壳顶点的 

占1 



由5中点 A 出发引一条平行于 I 抽的射线，如果该射线与八面体不相交或有2个交 
点，则点 A 在八面体的 外部； 如果只有一个交点，则 A 在八面体内部 & 如果与八面体的 
棱、侧面或顶点相交,则改引平行于^轴或 z 轴的射线，然后再判定，如果三个方向的射线 
均与八面体的顶点或棱相交，则该点在八面体内部。 

对于不在八面体内部的点，利用“判定点是否在侧面三角形之上”的方法可以确定点 
A 属于哪个立体域。然后对位于同一个立体域的子点集，求该子点集中的点到该立体域 
侧面三角形的距离，及这些距离中的最大值 & 连接距离最大值所对应的点与该立体域侧面 
三角形3个顶点 ，便得 到一个新的四面体，比如图 3-15 中的四面体对某些新增 
加的四面体， 要检査 该四面 体原来 的侧面三角形3条边是否成为凹棱，如果出现凹棱，则 
要改变连接方式 ，刪 去凹棱，如图3，12所示 . 

&算法(粗略步驟） 

步1求点集5中各点:坐标的最大、最小值所对应的点，设为 
与连接6点成八面体 

步2 V %及部分三角形 = l 所在平面将 S 划分成17个子 

集:对，幻⑴ (川 其中/ = 删去八面体 h 内的子点集落入共享侧棱的两个 
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三角形平面所夹的域中的子点集记为以 (2 m), 其中 /n = l， 4 , 记这类点为 L 
步3依次处理& t (2 m — 1)，其中 m =T^。 

计算⑴ :（2m — 1) 中各点到侧平面三角形 Mr 的距离，求最大距离所对应的点，设该点 
为 连接 A 与 与与 <，，得到新的四面体如图 3-15 中的 pip ' p 包 

步4对于类型 g 的点，即心 (2m) 中的点，按步 3 中方法作出新的四面体之后要检 
査该新四面体的棱是杏为凹棱(指与原侧面三角形形成的棱 h 如果有凹棱，则改变连接方 
式以刪去凹棱 & 或者将 g 点与共享侧棱的两个三角形的4个顶点连接,产生两个相邻(共 
一侧面)的四面体(此时不会生成凹棱 h 

步5删去落入新四面体内的点，新四面体外的点的子集被分成若干个更小的子集， 
对这些更小的子集重复步3和步4的工作，直至新的子集为空，得到上凸壳. 

步6 对抑 （2 m —IKS〗 (2//0(其中用 = TT1) 中的点重复步3、步4与步5的工作■直 

至所有子集为空。得到下凸壳. 

步7上、下凸壳组合成 CH(S) a 

步1耗费 OU) 次比较步2利用“判 定点户 是否在侧面三角形之上”的方法确定点户 
落入哪个域，判定一个点需要72次乘法*判定《个点共需 8X72X« 次乘法，即0(«)次乘 
法 & 步3耗费 0(〃) 次距离运算及 O00 次比较可以求得新的四面体。步4的耗费也不超过 

OOh 步5的耗费为 <0(^), 其中叫是对(讲）中的点数 (m = 1，8)。步6最 

P* I 

多重复执行 i； 叫次，最坏情况是 * 点位于某一子域中，其他子域为空，这时步6要循环执 

f — 1 

行《次.因此算法的最坏情况复杂性为0(^) 6 

I 

3.3.5 增董算法 

平面点集凸壳的增量算法可以推广到三维空间点集凸壳问题的求解。假设已求得点 
集5=彳户,心，…， A! 的凸壳 CH(SK 并且点 g 在 CH(S) 之外，要求 CH(CH(5)U0 •如 
囝 3-16 所示。 



^ 3-16 增量算法示意图 
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如果把点 y 看成是-个特殊的凸壳，即由一个点组成的凸壳 ， 那么 3. 3. 3小节中介绍 
的分治笕法可以用来计算 CH ( CH (5) U 9 ), 只要按照该算法的合并过程中步1至步5 
( CH ( iV 用点7代替)的操作执行，便可求得 CH ( CH ( S > U ? ), 在这个过程中，步1至步3 
完成寻找起始棱的任务.而这相当于寻找正切线 

计箅 cmcHt^uw 的另一种方法是.在 BCH ( S ) 中随机选取一个侧面三角形，比如 
三角形 />,/>,/>*, 条件为点《位于该侧面三角形 p , p ^ 之上，并将该三角形的三个顶点与点 
V 连接，得到一个四面体砂汐,然后检査？与^;是否为凹棱，如果不是凹棱，则 
CH ( S )\ J < jp r p f p , 即所求；否则*改变连接方法，从而删去凹棱。这个过程一直进行到由点7 
不能形成新的四面体为止，最后便得到 CH ( CHM ) Ut 7>。 增量算法耗费时间为0(«)，计 

3. 4凸壳的应用 


本节介绍一些实际问题,这些问题从表面上看与凸壳没有什么关系，但只要作些技巧 
性的转换,就变成了求凸壳问题。本节所示算法均为周培德提出. 

3.4.1 确定任意多边形的凸、 M 顶点 


在某呰 应用中，需要把任意的多边形分割成若干个凸多边形 & 为此，如果事先能确定 
任意多边形各顶点是凸的还是凹的，那么这柊为分割任意多边形成凸多边形提供有利条 
件。 

如果多边形顶点序列按逆时针方向排列，并且顶点/>, +] 在^：的左(右)侧_那么顶 
点 A 是凸 （ 凹>的，这种方法的时间复杂性为 0( n ) fl 下面利用分割求解的思想设计了一种 
算法，其基本思想是:先找出任意多边形各顶点组成的点集的凸壳,该凸壳的顶点必是原 
多边形的部分顶点 • 并且这些顶点是凸的 a 设/是凸壳顶点这 m 个点将多边形 

顶点序列户 I A 分成 w 个子序列，比如： 

1 f f 

P\ = Pi ^Pl .…， A = …，…、 pt = pn^ …， pn 

★ i— 


然后确定这些子序列组成的点集（即点链 )4 ㈣ v 并对点集必. 0+ Ui U { AU 分别再 
运用求凸壳的箅法，新增的凸壳顶点必是原多边形的凹点 6 算法反复执行分割顶点序列与 
求凸壳的工作，便可确定原多边形剩余顶点的凸凹性，直至所有点集以/^七为空。 


输入按逆时针方向排列的任意多边形顶点的坐标 = 

输出点 A 的凸凹性（“ + ”,“一” 分别表示凸点、凹点 K 

步 1 1 

步2利用定理 3 _ 2 证明中的方法计算 CH ((久，九，…, / U ), 设凸壳的顶点集为4 = 

{/>, ， p” … ,p in ) */>:—“ + ’’， j=]^rrt 。 

if m = n then 终止 
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else goto 步 3 

步 3 确定凸壳顶点集 d 中相邻两 点/与 / 之间所包含的多边形顶点组成的子 

集 ^vo-i- i> A = 1 ，州，广 wi ' 1 = 户 1 。 

if S\〆 ” '、二 0 then /> 广 “ +” ，々 …―“ +” 

else goto 步4 
步 4 卜务 +ly— 1 

步5 />-非空点集 乂- 1 ,.…'.,!^^，/^}。 

步6利用步2中的方法计算 CH ( Z >)， 得到凸壳的顶点集砍 ={ 反 ld ， U * 其中 I 

乂， 〆 h J ， 而/^是新增加的凸壳顶点集 & 

if k 为偶数八户 then 」， 

else 々为奇数 Ape^U then ” 

步 7 求玫中相邻两点之间所包含的多边形顶点组成的子集 
步8 + goto 步5,直至所有非空点集5匕卜均已处理过 . 

步9重复步4至步8,直至所有为空 

Z ,. 4 算法中的步2,求出的顶点显然是多边形的凸点。经步3处理后，多边形的顶点序 
列被分成 m 个子序列。设 A , …， 是其中的一个子序列 ( A 与 Ah 已判定是相邻的两个 

凸点）， Mm …，^.-«等^一1个顶点均在的左侧，它们的凸凹性待定 & 对这些点再 
次利用求凸壳的算法（步 6), 得到凸壳顶点集杈 其中队 ld =( A，MJ, 不妨 
设 S MW = { p t + t ^ fif - 1 } 9 pm ， pi + * y pi+a - i 是新增加的凸壳顶点 & 凸壳中与点 Am 相关 

联的两条新边^7^；，^^；的夹角和原多边形中与点 Ah 相关联的两条边的夹角满 
足下列关系式 

/ Lpi ^ [ A +^ A-f j-i ^ ^ lpi + ipf - ipi +^ (3-5) 

又因为，是第二次(々二2)求凸壳所得的内角，该角（位于多边形内部）应大 
于或等于 L 所以因此顶点 Am 是凹点 9 依据同样的理由，第二次求凸 
壳所得的新顶点均为凹点。对〜个子序列同样考虑 ，求得 的凸壳新顶点也是凹点。当再次 
循环执行步4至步9时，即第三次《=3)大循环，求凸壳所得的新顶点对应的内角必等于 
或大于原多边形顶点对应的内角，基于类似的理由，这些顶点必是凸的 . 依此类推,每次大 
循环中求得的凸壳新顶点的凸凹性依其々值是奇数还是偶数而定 & 相邻两次大循环中所 
求得的凸壳新顶点的凸凹性恰好相反，这是由于式 (34) 中的不等号反向的原因。 

点集表示了两种循环.一种是 j 由1增至 m ， 这是内循环，即处理 W 个子序 
列；另一种是步4至步9的大循环 U—A + 1). 处理 m 个子序列中的子序列。每当进入一 
次新的大循环时，处理子序列的层次也增加1,直至所有的为空。此时多边形的所 
有顶点均已判定是凸的还是凹的，因此，算法正确地确定了多边形顶点的凸凹性 。 

筧法的步3和步7用性质相同的操作可以完成，该操作实际上是比较操作 .因 为输入 
时，多边形顶点的下标都是按自然数顺序排列的 •即 …， 九。经步2处理后求得凸壳 

顶点 〆 ，/ > i ， … ，户二/1，，"）将序列久，户2, …， A 分成州个子序列，只要经过"次比 
较，便可构成所有的点集 = 同理，步7利用数目少于》的比较操作可以构成 
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点集而步7最多循环执行 n — 2次，故步3和步 7 至多需要 0(^) 次比 
较. 其极端情况如图 3-17 所示，步7要循环8次，第4 + 1次循 
坏比第々次循环少用1次比较，便可确定点集这时每 
次循环只能确定1个点的凸凹性，该点划分原点序列为两个部 
分（子序列），一部分为空，另一部分比原点序列少1个点 . 

步2和步6求凸壳是算法最耗费时间的步骤。在最坏情况 
下，步2求得的凸壳只包含3个顶点，而每次循环时，步6中求 
得的凸壳顶点集方 _ 只包含1个顶点，如图 3-17 所示这时需 
要求 ”一 2次凸壳 4 由定理 3-2 .计算 CH (彳户…耗费 
CK «) 时间，算法的其他步骤耗费常数时间，因此，算法在最坏情 
况下的时间复杂性为 

Zy 算法是递归结构的，并付容易转化为并行算法 

3*4.2 利用凸売求解货郎担问题 

货郎担问题是指给定《个点及任意两点之间的距离，求经过每个点恰好一次而且总 
长度最小的回路 4 货郎担问题是一个 NP 难问题，现已有许多近似方法求解。这里介绍的 
算法是依据几何中的基本运算和算法完成的.基本作法是，先求出点集的凸壳，以点集中 
的点与凸壳各边界的距离的最小值为标准划分点集中的点为不同类。此时注意了位于相 
邻两类间边界上及其附近的点与点团的处理，然后，对各类中的点集分别重复求凸壳与点 
分类的工作，直至所有子类为空 Q 此时便得到一条完整的路径 & 该算法易于修改为并行 
算法 & 

算法 

输人 k 个给定点的点集 B ， 包括《个点的坐标及各点之间的距离 

输出 经过衫 个点的一条旅行回路 7' 及此回路的长度， 

步1求乃个点的凸壳，设 Z = {& ，/是凸壳的顶点集/= {/;, 九沁.…， 
是凸壳的边界集1，纟，… 。 

步2 if mj = n then C 即所求回路 * goto 步9 

else goto 步 3 

步 3 除凸壳顶点外的 n ~ m , 个点分成％个类1 ,切"7^广,+〗=7^_ • 

步 3-1 计算点 pk ^: B — A 至凸壳各边界的距离 = 1,«— = l，m〆 

步 3-2 if then 1、匕十 = 

i 

步 3-3 if 7 T i , M1 ^0 then 

步 3-4 whHe do 

if ^pi z 6* TV - i ir ，户、，户〜 6) A 

min ,p^))<m\n W ( 户 ” 办 ’■ )+d( 外 ， <)) 

W ' t , 'pi 

*] 



图 M 7 极端情況 
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then 为点 h 与 A 之间的距离 / 

else if T(_'， t = 0\rn … =0 

then CP,- ilt ^-pk) V (7h—/^) 
if 77 -^与乃^中只含 1 个点 

then 用穷举法确定 77_ u 与：^.^中的路径 
步 3-5 while M A # iX -十， （点团 i 户，/>*6 {々」 ） do 

if 2^- < 2^-^ then 

U u 

else Ti ri ^^ip u } 

步 4 )—1 
步 5 

步 6 对 7 V 〃, 重复执行步 1 与步2,求中点集(包括点芦与 d 的凸壳，删去 

再重复执行步3,分类 TL +, 中点集成较小的子类 6 
步 7 /6 + 1 ， 重复执行步 6, 直至/ = %+1 为止 a 

步 8 y — 7+丨.重复执行步5、步6和步7,直至所有 7 Y .+ 为空 ， 便得一条完整的回 
路。 

步 9 计算回路的长度， 

算法 终止。 

算法的步1、步2和步 S 完成求凸壳，分点集为不同子集的工作。步6对子点集求凸 
壳，并刪去上一轮所求凸壳的一条边，即 W 7； a 这一步保证了点集中的点的度数是2,而 
且每个点都要被步6处理，因此算法正确地求解了货郎担问题， 

由于步 3 -4与步 3-5 对位于相邻两类边界上及其附近的点与点团（位于相邻子类边 
界附近的3个及3个以上，并且彼此距离较小的点组成的集合称为点团）进行了优化处 
理，使得每条子路径的纳入都是最优化的因此 ，一 般来说，该算法求得的回路是较优的 & 
算法的步1要求 0(« log «) 次比较。步2、步4和步5只需要常数 时间。 设凸壳顶点数 
为讲，则步 3-1 求点户*&右一4至讲条凸壳边界的距离，即计算 w 次点线距离，由于还有 
m 个点等待分类，所以步 3-1 要进行州)次求点线距离的运算 t 步 3-2 首先从点 
广 * 至 W 条边的 m 个距离中找出最小者，这要 m — 1次比较，然后考虑所有 《 — m 个点，需 
要 ㈦ 一 1)(«— m ) 次比较步 3-3 耗费常数时间 t 步34首先判断也，如果点呈 
均匀分布，则需要 m 次比较，《—7«个点共需 〃(〃一 切>次 比较; 然后,验证判断条件 

+ d{pk^p it ))<mm{d[p k ,p\ x }^ d[p k ,p \ t )) 

需要求⑼畑次两点间的距离，—〗]次比较及加法运算 。 该步其他操作只需 
常数时间。步34…验证判断条件的耗费与步 3-4 耗费的数量级 相同； 另外.为了判断 

2^ .- < S 也+〗，至多需要 —m — 1) 次加法和所次比较。 

步1与步3总共需要的比较次数为 0(^), 点线距离或点点距离的计算次数为 

0(相《)，加法次数为 

如果假设平 面上” 个点呈均匀分布,那么步6,步7和步 S 至多循环 U — 次。因 
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此，该算法的总耗费为 0(V/m) 次比较 ,0(，) 次求距离运算及 （)U W) 次加法运算。 

该算法已用于求中国 3] 个省会城市的回路问题，得到一条长 15492km 的回路，比用 
贪心法以及改逬的神经网络方法求得的回路分别缩短 】610km 和 412km, 比分支限羿法 
求得的回路长 8Sknn 具体路线 如下： 

北京^石家庄^呼和浩持^太原^西安^银川^兰州^西宁_乌锊木 
齐 _拉萨成都 Ml 昆明 贵阳115南宁@海口 @广州哑长沙—武汉—南昌 

111 福州^台北^杭州_上海^南京^合肥郑州^济南@天津^沈阳 
校舂 哈尔滨 Ml 北京& 

对上述路线可以进行局部优化，一沖方法是取路线中相邻4个城市构成一个四边形. 
在此四边形中选取其他路线与已有路线比较.取长度较短者怍为通过该四城市的路线 5 这 
样可以局部改进路径长度。比如，北京一石家庄一呼和浩持 一太原 等城市构成一个四边 
形，在此四边形中的另一条路线是北京 一 呼和浩特一石家庄一太原，饫度为 966km 比先 
前的路线短 32knu 这样便得到一条总长度为 15460km 的路线，比最优路线只长 56km fi 
进一步改进的方法是在求得上述路线之后，暂时删去 TLm = 0 的对应点或第一次凸 
壳上的顶点*然后重复算法 Zm 的步骤，即重新划分点集成不同的类并求出部分路径，最 
后加入被删去的点。第二次（或多次）执行算法是为了缩短部分路线的长度，从而减少 
总长度。 


3*4,3 凸多边形直径 

前面已经阐述，求平面点集的直径问题可以转化为求该点集凸壳的直径，求凸壳的直 
径也就是求凸多边形的直径，给定平面凸多边形 /. 的顶点序列 P ' 如…、 P 4 L 的直 
径，即求《个顶点间最远的点对。解决这个问题的一个十分简单的方法是计算《(« — 1)/2 
个点对的每一对点之间的距离*且选取这些距离的最大者，即要求的直径。这种方法显然 
需要次距离运算和0(« :) 次比较。是否存在复杂性低于 0(^) 的算法？ Prepamta 和 
Shamos 在 “Computational Geometry；An Imroduction ” 中提出的 一 种方法利用了对趾点 

对的概念和性质，该算法在预迚理“找到所有对趾点对”之后 、复 杂性为 Oh )。 现采用夹角 
序列方法解决了这个间题，不需要预处理 、而且 只需要〃次求距离运算与/^一 U 欠比较便 
可求得凸多边形 A 的直径 
L 算法 

输人凸多边形 A 的顶点序列々 Mj ^， …,么(逆时针方向排列） & 

输出凸多边形人的直径 

步 1 for /— 1 to n do 

Pif y lu + P，r _ A 』 十 … +A> . 

h 2 — , 仏 v 爲 £ 

步 2 —1 

步 3 i 十1 

步4 i 十 T 5: 夹甬 = - 1 =士 ，…， i 
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q 理 3 -】 的示意 is m 3 - 19 引理 3 - 2 的不意旧 m 3 - 20 引埋 3 - 3 的示意囝 

作如图 3-18 所示的辅助线井由简单的几何知识便可证明引理3-1。 

引理 3-2 设两个三角形 ABC . ACE 的位置如图119所示，底边屁、^的中点分别 

为 A 与 如果 ZMAACf 井且则 | I ^|< lH<|：^N 

两次利用引理 3-1 的结果即可证明引理31 

引理 3-3 设4个三角形与 AFG 的位置如图 3-20 所示，底边 7 F 、 
在、踩与两的中点分别为与/) 4 。如果仙 

I 并且 则 |沉|<|而|<|丑|, 

两次利用引理 3-2 的结果可以证明引理 3^3. 

定理 3- S 给定平面上任意《 t 顶戌的凸多边形 L . 其顶点顺序为 a . A . … 算法 

Z :t _, 正确地求出了 A 的直径，并 K 复杂性为^—1次比较^次求距离运算及 f 次求夹角 

运篼。 - 

证明 Z V 6 算法的步1，求出 L 的/ j 条边的中点坐标*其中 点为〜 …，顶点 A 与 
人的其他顶点的连线将/,分割为《 — 2个三角形 & 步4计算夹角的大小。如果 

ZAi/vZ/Mtj/Vi ， …tZ^4/ 户 / 均小干 y ，而 ZAw + t/v + uZ/w / w/v+2 ， … 均大于 v , 

s 

则由引理 3-3 知 ，|^ T ；| 大于 A 与其他顶点连线的长度。因此，步3至步6的每次循环 • 
均求出一个顶点 A 至其他所有顶点连线的最人长度步6的前半部工作，即当时, 
算法正确地求出 L 的直径. 

如果 A 至其他所有中点连线与边的夹角序列中有两处（或多处)是由小于 f 至大于 
f 的转变，则计算转变处顶点与 A 的连线的长度，取较长荇作为顶点 A 至其他所有顶点 


步5 if Zm ^ j < Y then )—)+1 ， goto 步 4 


步 6 


else 计算距离 l^i (记为 4) 

if i — n then maxCA 


，达），输出夂终止 


else 


1 ， goto 步 3 


引理 3-1 设 /) 是任意三角形底边说’的中点（见图 3，18), 如果，则 


\AC\< AH\ 


•> 
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连线的最大长度忒 & 此时算法的步5要适当修改 

算法的步1 .耗费线性次四则运算 & 步2、步3均耗费常数时间 & 步3至步 5 的循环 

至多需要 i 次求夹角运箅与一次求距离运算。步 3 至步 6 是双重循环，外循环要执行《 

次，故步3至步6的循环需要 f 次求夹角运算、《次求距离运算和1次比较 操作， 如果 
以比较操作、距离运算及求夹角运算作为度量算法复杂性的基本运算，则该算法的复杂性 
为 -+ n—l 次比较，《次求距离运算和 ^ 次求夹角运算 & 证毕。 

利用对趾点对的方法需要求出所有的对趾点对，而每求一个对趾点对，需要求 2 X + 
=衫 个三角形的面积,即耗费12«次乘法。对多边形的每条边都要如此处理，故求出所有 
对趾点对需要 12 V 次乘法 t 而2 3 ， & 算法需要^次夹角运算，求一个夹角耗费一次除法（另 

需两次减法，减法耗费的时间大大少于乘、除法，故而忽略不计），所以总共需要^次除法， 

即大约^次乘法时间。这表明 Z 3 _ 6 算法的夹角运算所耗时间小于利用对趾点对 

方法的预处理时间除预处理外*两者其他开销相同，因此 Zg 算法 优于利用对趾点对的 

方法。 

由干距离运算需要两次乘法和一次开方，而夹角运算只要一次除法，因此距离运算的 
时间耗费大于夹角运算的时间耗费，故而选择距离运算为基本运箅，基本运算的阶为算法 
时间复杂性的阶。 

3, 4. 4连接两个多边形成一条回路 

给定两个任意简单多边形 P , 与尸 3 ，它们的顶点序列分别为〜，心， • 与&七， 

要求连接 h 与/^成一条长度最短的回路，并保留原多边形顶点顺序。即该回路沿 A 
与^的边（各有一条边除外)经过所有的 a 与—次且只一次，并且回 
路长度最短，如图 3-21 与图 3-22 所示。解决这个问題的一种方法是计算^:与组 
成的四边形边长的增值(即|^丨+ |^^;| — |^;卜|^;丨的值），取增值最小者即 
可。这种方法需要次乘法和《讲次比较，当增大时，该算法的时间耗费将增加很 
快，因此要研究新的算法。下面介绍的算法，其基本思想是利用求凸壳顶点的方法不断删 
去距离较大的顶点对，从而减少计算四边形边长增值的工作 ， 

算法(连接两个简单多边形成_条回路的算法） 

输人 简单多边形与匕，其顶点序列分别为 UmA , …, U 与…，乂 L 
输出 经过 ㈦ ，〜 ，…与 d 乂,…人}中各点一次且只一次的回路 CV 

步 1 ' —0， A /^- ⑺ tA — 1 t / 5 ] ，“2 ，…，I 7，尸2(0—%…，办《 } 1 

步2分别求 P〆 /) 的凸壳与尸“/>的凸壳，设为(:叶⑴与 CH 山％ 

步3求 P 山) 与込⑴的凸壳，设为 CH</h 

步 4确定 CHG ) 与 CH 山)的相同点（是连续的点列），此点列的起、终点即 CH ⑴与 
CH ,(/) 的切点，记为 a ⑺与心 ( m 设 a ⑴的夕坐标<‘(，）的 y 坐标确定 CH (/) 与 
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CH 2 G ) 的相同点(连续的点列），此点列的起、终点即 CHG ) 与 CHJO 的切点，记为夂⑴ 

与(设 MO 的 j 坐标 > fe (/) 的 j 坐标 ） . 

步 S 与〜(0、“(;)和6山)、邻接的不在 CHG ) 内的点列分别 记为心 ( f )， …， 
山)和 6 2 (0 ，… ， fc- t (， ) & 

步 5- 1 )—1，/ ^~w 

步卜2 计算 M ( 乃 一 I 1 + 1 “； t (/)0) I - | ^ T 7 wT 7(7> | - 

\hjii ) hj ^ \ ( i ) I » 再计算 I a w -^ ii ) bj ( i ) \ + | ) | — I a m - ] ( i ) a Uf - z ( i ) \ — 

hGU !) I 的值，并与 MU ) 比较，较小者保留在 A/><» c 

M k { f )^-\ a \(/>^/(/> I + I^ 2 (/>^ CO I — |^! ( i ) a 2 (0 I — I々/(/)〜- 山） | ，再计算 
|心(/)~(/>| + |“山)~_山)卜|4(/)“山)卜|卜(，)6 / _ 1 (01的值，并与 M〆/) 比较，较 
小者保留在 

步 5 J )+1,/—/ — 1，重复步5-2,直至恥 ( P 且 A /*(/) 首次递增或且/ 

=1,取较小者送至 A/a 

步6 if M t <M then M ^ M k 

步 7 从 P、 ⑴中删去 + ⑴与〜⑴之间的左惻点列(即从 4(0 起，沿包含 CH, ⑺中 
点的多边形边到达 a, (:)，中间经过的点列）.剩余点列记为匕0 + 1);从 P 2 (〖） 中删去 
&G) 与 M <) 之间的左侧点列（即从起,沿包含 CH 乂)中点的多边形边到达 &G). 中 
间经过的点列），剩余点列 记为込 (/+1). 

if 尸](，+ 1)— { a ■⑺ ，iGU = 0( 或 P 山十 1)— {占山)七(/)} = 0) 
then 保留 goto 步 1 KP ,(/ + ]) 记为 P _(/)) 
else goto 步8 

步8求 / V/+1) 与尸山+ 1>的凸壳，设为 CHG +1). 从 CHG+1) 中刪去…⑴与 
之间的左侧点 列及匕 0) 与 fc ⑴之间的左惻点列（同时从 /V/ + 1) JA + 1) 中刪去 
相同 点列》 ，剩下的点列仍记为 CH(/ + 1)(/V/ 十 1) 与 P 2 (/ + l)) & 

步9从 / V /+1) 中删去…与‘ (/) ;从 P 山+1 ) 中删去6 (/) 与剩下的点 
列记为/ V ，十与巧(/ + 2), 

步10 + 2，务—是+ 1,重复步2至步9,直至厂⑴或尸 ? 《)中只有两个相邻的点 

或一个点或两个不相邻的点 a 分别转步11、步 M 和步16 & 

步 11 if 尸 ,(/) 中只有点对 U „， a +i ) then 保留 U P , 〜 +| )，继续用步2至步9刪 
去尸 〆 D 中多余的点，直至尸 〆 /) 中只有两个相邻点此时，计算该两对点组成的 
四边形边长的增值 * 设为 

步 12 if m \< LM ), then M k f + M ^ A /* 6 

步 I 3 由 * 确定连接尸 〆 /) 和 尸山) 中对应点，并删去 '(/) 和 P 山)中相应的边，便 
得回路 C \ 算法终止。 

步 14 If CU ) 中只有1个点叫 then 保留沿，重复步2至步9, 删去 P〆 /) 中多 

余的点，直至 P〆 /) 中只有一个点如。此时，计箅与沿*如相邻的边组成的四边形边长的增 
值.取较小荞送 至 ㈣ 。 
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步 IS if m z <Mk then A /*— M，goto 步 13 0 

步 i 6 if ^(^，/^(/彡中只有两个不相邻的点 

then 对该两点中的每个点重复步14和步 H 
假设多边形尸，与^是两个简单多边形 •并且 A 的边与 A 的边不相交.另外，不妨 
设 A 顶点的^坐标小于/\顶点的^坐标 J . w 算法的步2、步3和步4分别找出 和仏 
的凸壳 CH t XH 2 及 P '、 P t 的凸壳 CH , 切点心、‘及仏太。切点分割 P '、 I \ 成左、右两 
侧，如图341、图 3-22 所示.由于 P , 与込是简单多边形*所以下式成立 

min d ( a r ^ ; ) > min d { a ^ b t ) 

4 J r f 的 i 侧 p^um 

r r fV ] r^frm 

这是 Z V 7 算法所依据的基本事实 & 因此 Z V 7 算法的步7与步8删去尸 t 的左侧顶点与 K 的 
右侧顶点，使得计箅四边形边抉增值的工作减少了。算法的步 9 与步 10 是重复删去内层 
的多余顶点。在刪去多余顶点之前，算法的步5与步6仅计算尺的右_部分项点与匕的 
左侧部分顶点构成的四边形 边氏的 增值，并保留最小的增值于中.步 5-2 至步 5-3 的 
循环一般为常数次 t 总之,算法逐次删去了不具备产生最佳解的顶点而对有可能产生 
最佳解的顶点都进行了计算、比较，并且中总保留着直至当前已求得的最佳解。当算 
法终止时，便考査了所有可能产生最佳解的顶点.并且 M * 中保留的就是所要求的最 
佳解。 





[ S 3-21 简单多边形匕 图 3-22 连接 h 与匕成一条囡路 


算法的步1、步9耗费常数时间 6 步2求凸壳分别需要 OGlogn )，0( W lo gW )& 比较和 
线性次乘法，步3需要 CKb + w ) logk + M )) 次比较和 OU + wj ) 次乘法。步4至多进行 
2 G + m ) 次比较便可确定切点与相同点列 & 步5自身循环常数 G 次，即大约 32 C , 次乘法 

就可求得 Ai ,。 步7耗费 fj 或 I )次比较便可删去切点之间的左侧点列。步8进行 

次比较和 Oj 音次乘法求得 CHQ + U ，再用 6 次乘法 

判定与关联的两点的左、右侧 * 删去点列的时间可忽略不计 & 步10至多循环 
max ( logn ，] ogm ) 次。步11、步12或步14、步15或步16的循环次数也不超过 logn 或 
\ ogrn . 总之，该算法需要的比较次数为： 

■ 】 

(n\ogn + mlogm ) + (n + m)\og{n + m) + 2(rt + m) + —(n + m) 



m )Iog 



(max(!og«ilogm)) 
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乘法次数为: 


= 0({n + m )log(rt + m) * max(log« )) 


(« + m) + ( rt + ? «) + 32C\ + 



+ ]2 + max(lognilogm) 


= 0((n + m) ^ max (logn > \ogm )) 
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第 4 章 Voronoi 图及其应用 

就其重要性来 * t V 0 r onm 图是仅次于凸壳的一个重要的几何结构 & 这是由于 
Voronoi 图在求解点集或其他几何对象与距离有关的问题时起重要作用这些问题包括， 
谁距离谁最近，谁距离谁最远，等等，早在1850年 Dinchlet 及1908年 Voronoi 在其论文 
中都讨论过 Voronoi 图的概念。 

设想在一大片林区内设置《个火情观察塔 A ，九^，每个观察塔 = 负责 

其附近林区 V ( A ) 的火情发现及灭火的任务.由距 A 比距其他 = 关 n 更 

近的树组成， V ( A ) 就是关联于 A 的一个 Voronoi 多边形，而 Vomnoi 图由所有组 
成(，= i ， 此 

如果把上述〃个观察塔换成《个火源，这《个火源同时点燃，并以相同的速度向所有 
方向漫延，那么燃烧熄灭处所形成的图便是 Voronoi 图 t 

还有许多问题都可以归结为 Voronoi 图，或利用 Voronoi 图求解 4 
本章介绍什么是 Voronoi 图， Voronoi 图的对偶图， Voronoi 图的性质，最近和最远意 
义下的 Voronoi 图，构造 Voronoi 图的算法以及 Voronoi 图的应用. 


4* 1 Voronoi 图的基本概念 


後 是平面上两点乂是线段化九的垂直平分线^将平面分成两部分八和/^, 
位干 。内的点 勿具 有特性其中 表示 A 与 A 之间的欧几 
里德距离 = 这 意味着 ，位于 L ,, 内的点比平面其他点更接近点换句话说，八内 
的点是比平面上其他点更接近于 A 的点的轨迹，记为 V ^ a ), 如囝 4-1 所示 . 如果用 
H(P' ，/^) 表示 半平面 /w » 而心=//(户£，户 I ) ， 则有 V (/>! ) = M(p l , p 2 }^V {p 2 )~H{p t ^ 


P 




L 



•户 j? 


P t 


图 4-1 K (/^), K (外）的 | U 示 



图 4-2 « = 6 时的一种 


给定平面上《个点的点集 s …，户丄定义 v ( A )= r ^( A , A ), mv ( A ) 

表示比其他点更接近 A 的点的轨迹是《 — 1个半平面的交，它是一个^多于 《 — 1 条边的 
凸多边形域，称为关联于 A 的 Voronoi 多边形或关联于户的 Voronoi 域。图44中表示 
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关联于的 Voronoi 多边形，它是一个四边形，而 n = 6, 

对于 S 中的每个点都可以作一个 Voronoi 多边形，这样的个 Vomtioi 多边形组成 
的图称为 Voronoi 图，记为 VorCS )， 如图 4-3 所示。该图中的顶点和边分别称为 Voronoi 
顶点和 V orono 〖边，显然，|別时， VoKS ) 划分平面成 n 个多边形域，每个多边形域 
包含 S 中的一个点而且只包含 S 中的一个点。 V 0 r CS ) 的边是 S 中某点对的垂直平 
分线上的一条线段或者半直线，从而为该点对所在的两个多边形域所共有。 VorCS ) 中有 
的多边形域是无界的。 




定理4」是无界的 iff AeBCH ( S )。 

证明假设是无界的而/ >^ BCH (5) a 由于 V ( a > 是一个凸多边形域,过/>,作 
一禾穷射线 M 又由于 A 任 BCHO , 所以射线 L 必与 BCHCS ) 的某条边相交，比如与边 

^相交，如图 4 - 3 所示， L 上离 A 足够远的任何点距离 A 或内 比距离 A 更近，因 
此 V ( A > 是有界的，矛盾，所以 AeBCH (5) 0 


反之，设 Ae BCHCS )， a 和 A 也属于 BCHCS ) 并与 A 相邻(相关联）的垂线与 
^的垂线之间形成一扇形无界域 F (囝 4-4 中阴影部分 >, F 中的每个点距离 A 比距离 S 
中的任何其他点都要近，所以是无界的。 证毕 t 

Voronoi 多边形的每条边是 5 中某两点连线的垂直平分线，所有这样的两点连线构 
成一个图，称为 Voronoi 图的直线对偶图 ，记为 DO, 如图 4-3 中虚线所示 4 对偶图的顶 
点是 S 中的点，边被 Voronoi 边垂直平分。 


定理44 


«个点的点集 S 的 Voronoi 




至多有2« —5个顶点和 3 n — 6条边 


0 


证明 Voronoi 图与其直线对偶图的边是唯一对应的，即两者边的数目相等。对偶图 
是一个平面图，其结点数为《，依据欧拉公式,对偶图至多有—6条边和2«-4个面 (即 
三 角形） ，所以 Voronoi 边的数目至多为 3«—S 条，对偶图中只是有界面(至多加一 5 个) 
对偶于 Voronoi 点，也就是说，对偶图中每个三角形对偶于一个 Voronoi 点，因此, 
Voronoi 点至多有— 5 个， 证毕。 


定理 4-3 每个 Varonoi 点恰好是三条 Voronoi 边的交点， 

证明设顺序连接该三点成三角形 Ahh ， 作三角形三条边的中垂 
线，它们交于一点 A ,依据 Voronoi 图的定义，此时的 Vor(S) 由三条中垂线及交点 ^ 组 
成。定理结论成立^ 
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对 S 增加点 时， 只有两种类型情况 ：（1) 新增点位于^右侧、右侧与左侧所 

围成的区域内，例如图 4-5 中的点新增点位于左侧与^右侧所围成的区域 
内，例如图 4-5 中的点 纪。 增加点 〆 时，对应的 Vor (6') 增加顶点〜，它是三角形 PtP . p , 
三边中垂线的交点，因此定理结论成立。增加点 Ps 时，对应的 VoirCS ) 增加顶点^与 
它们分别是三角形仏九6、三角形 P \ P * 三边中垂线的交点 、定 理结论成立。上述过程是 
Vor ( S ) 的一种构造过程，在该过程中的任意阶段(增加一个点称为一个阶段），定理均成 
立，故过程终止（不再增加点）时定理亦成立证毕 & 


定理 4-3 表明 Vomtioi 点是由 S 中三点形成的三角形的卟接圆圆心，如图 4-5 中 
是三角形久户 £ 九的外接圆圆心.该圆记为 C(^)。 显然, Vorono〗 点的度数为3,这是在条 
件 “S 中的点没有4个点同在一圆周上”下得到的9 






图 4-6 定理 4-4 的讪明 


定理 4-4 设 p 是 VorW ) 的顶点，则圆 Cb) 内不含 S 的其他点. 

证明 设 p 卜 pz ' ps 是决定圆的 s 中的三个点，如图 4-6 所示 & 如果义在圆 r(w 
内，则九与 r 的距离小 于夂士 、仏与I 的距离，但这与八户山的定义矛 
盾，故 h 不可能在圆 c(w 内.即圆 r(w 内不含 s 的其他的点。 证毕。 

由定理44可以知道，对干 VorCS) 中的任一个点 h 其圆内均不含 S 中的点.由 
于这一原因，该7加0?>又称为最近点意义下的 Voronoi 图 & 

定理 4-5 S 中点 A 的每一个最近邻近点确定的一条边， 

iff 明设九€*5 1(A) 如图 4-7 所示。由 K (九）的构成方法可知，^的垂直平分线上 
的一线段是九）的一条边，比如图4、7中 g 是 VXf,) 的一条 

边 6 另外，边分别过 JVA 并平行于 e〆 ,， 同理’亡2与 

el 分别平行于边 与〜 Z 与“构成的多边 
形记为 V ( Ah 如果在 W ( A ) 与之间的环域内还存在 S 
中的点（比如 AK 则由的构成方法，必用的垂直平分 
线代替从而得到新的 V(A>， 但这是不可能的，因此定理成 

° _ [8 4-7 定理 4-5 的证明 

定理 44 Voronoi 图的直线对偶图是5的一个三角 
剖分。 
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证明定理 4- 3 的证明过程所表述的方法是构造 Voronoi 图的一种方法，该方法以 
三角形为基础，不断逐个增加5中的点，井依据新增点所处位置的不同，决定或是 
增加一个 Voronoi 点或是增加两个 Voronoi 点，与此同时，或是增加一个三角形或是增加 
两个二角形。无论是增加一个三角形还是增加两个三角形，其周边均形成一个凸壳，如图 
05 中虚线所示。三角形 p ^ p ， h 与新增三角形构成的图符合 Voronoi 图的直线对偶图的 
定义，因此定理结论成立。 

定理 4-7 如果并且/是关于八的最近邻近点，则线段是点集5三角 


剖分的一条边。 

证明由定理44的证明过程易见定理结论成立。 

定理44如果 A 义并且通过 A 和 A 有一个不包含 S 中其他点的圆，那么线 


段 / WV 是点集 S 三角剖分的一条边，反之亦成立 a 
证明 由定理 4-3 和定理 4-4 可以证明。 

定理 4- S 虽然不直观，但它是点集 S 三角剖分的边的一 
个重要特征。 

定理 4-9 如果则线段 W 是 S 的三角剖分 
的一条边 iff 存在通过 P ，、 P ， 的一个空圆：除 p ^ pt 外不包含 
S 中其他点并由该圆限界的闭圇域. 

证明如果^是 S 的三角剖分的一条边（例如图44 

中^)，则 V ( A ) 和共享边< Vor «)， 例如图 4-5 
中边在边^上选择点 1^( 比如图 4-5 中点％ ) 为圆心，以 



^到 A 或 A 的距离为半径作圆 C ( r .) *该圆显然是不含 S 中其他点的空圆域 a 如若不然， 
比如5中点&在圆周上或圆内.那么^也会在 「(外 >内.但己知 r 仅在内， 

反之， 假设存在空圆 Cb ). 其圆心为 p 并通过 A 和 M 要求证明^是 S 的三角剖分 
的一条边。因为 r 与 A 和仏是等距离的，所以^在 A 和久的 Voronoi 域中，只要没有其 
他点取代“最近邻近点'但此条件并不成立，因为该圆是空的。所以 veV (九） f | K ( h ) (已 
定义 Voronoi 域是闭集）。由于除 A 与九外没有点在 C < zO 的边界上(依据假设），故必然 
町以稍微移动 T 并且保持内为空。具体地说，可以沿％ ( A 与九之间的垂直平分 
线）移动仏并且与圆通过 A 与 A 时，该圆保持空，如图 4-8 所示 & 所以 r 位于 V ( A ) 与 


7( 户 ,) 之间共享的 Voronoi 边 ( rG 的子集)上。因此 A 久是 S 的三角剖分的一条边。 

钲毕, 

除上述定义的 Voronoi 点、 Voronoi 图之夕卜 t 还有一种另外定义的 Voronoi 点和 
Voronoi 图.以这些点为圆心，作过 5 中三个点的圆，该圆正好包含 S 中其他全部点，这种 
Voronoi 点称为最远点意义下的 Voronoi 点^这些最远点意义下的 Voronoi 点及相应的 
圮限凸多边形组成最远点意义下的 Vormio 彳图。 

显然 、只 有通过点集 *5 的凸壳边界上三个点的圆才可能把 S 中其他点包括进去，因 
此，《个点的点集 S 的最远点意义下的 Voronoi 点的个数小于~最远点意义下的 
Voronoi 罔也有对偶图，该对偶围与凸壳也有共同的边界，如图 4-9 所示 。 
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(a) (b) 


图 4-9 两种 Voronot 图及其对偶囝 

图 4- S 表示10个点的集合 S 的两种 Vomnoi 图及其对偶图，其中图 4-9( a ) 为最近点 
意义下的 Voranoi 囝 （虚线 >及其对偶图（实线） 4 图是最远点意义下的 VororK ) 〖图 
(虚线)及其对偶图（实线），该 Voronoi 图具有5个 Voronoi 顶点 A ， B 、 C、D 与 E ,7 个无 

限凸多边形（1)，（2)，（3>,( 4 >,(5),( 6 )与( 7 )。无限凸多边形</)的两条半无穷直线恰好是 
点集 S 凸壳顶点/相邻的两条边的垂直平分线, / = m Voronoi 点4是三角形1 2 7三 
边垂直平分线的交点，万是三角线2 6 7三边垂直平分线的交点,等等， 

点集 S 的最近点意义下的 V orono i 图 •其 Voronoi 点的数目等于点集 S 三角剖分的 
三角形数目，而 Vonmoi 多边形的数目等于点集 S 点的数目。如果点集 *5 存在最远点意 
义下的 Voronoi 图，那么 Voronoi 点的数目等于点集凸壳的三角剖分的三角形数目，而 
Voronoi 多边形的数目等于凸壳顶点数目。 

4. 2构造 Voronoi 图的算法 

Voronoi 图的许多应用促使研究人员成功地设计出多种构造 Voronoi 图的算法。本 
节介绍构造平面点集 S 的 Voronoi 图的几种算法。 

4.2.1 半平面的交 

利用等式 V ( P ，)= 构造 《 — 1 个半平面的交,得到点 A 的 Voronoi 多边 

形，然后逐点构造各点的 Voronoi 多边形便得到* S 的 Voronoi 图。算法描述如下 a 

利用半平面的交求 Voronoi 田的算法 

步1按^坐标分类 S 中各点，设为必, h ， …，户,。 

步2 /—I 

步3利用 V ( A )= fl 求点九的 Voronoi 多边形 t 

i 关 i 

步 4 重复步3,直到 

该算法步1的耗费为 OGlogn )， 步3求点 A 的 Voronoi 多边形需要 / 次运算，步 
4至步3的循环耗费是 
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- o = ooi 2 ) 

*=] 

因此该笄法的时间复杂件为 ou 2 )。 


4.2.2 增量构造方法 


本小节介绍构造点集 S 的 Voronoi 图的脱机增量算法和联机增量算法 
假设点集趴丨，并设已经构造出々《<«)个点的 Voronoi 图 Vor ({ P] . 
h ， …，/^丨），再增加点户 w I 之后*要求构造 Voronoi 图 Vor ( {/?] ， R ，■“， />* _丨 h 若广* + 〗 
位于以 Voronoi 顶点 ta 为圆心的圆内，即 C ( u ,) 内，那么由定理 4-4, Vor ( i />]， h ， …， M ) 
顶点不一定是 Vor ({/>,… 小， Pk ;\ 丨）顶点。如图 4-10( a ) 所示，图中 A = 4 ，凸壳用虚线 
表示.实线为 Voriip ^ pz . p ^ p ,}) .该 Voronoi 图有两个 Voronoi 顶点 与 



m 4-10 构造 Vo ⑺ noi 图的增量算法(新增点 p 位于点集凸壳的内部或圆内） 

专虑增加的点 〆 在圆 C < w ) 内并位于点集凸壳之外(图 tl 0( a )>, 此时先确定 〆 的位 
没是在凸壳的哪条边之右侧，或一条边的右侧、一条边的左侧（设凸壳顶点按逆时针方向 
排列）；然后修改相应的 Voronoi 多边形及 Vorcmoi 点 t 图4-10(3>中，点 〆 位于凸壳边 
的右侧，图中点线表示 Vor ({/>_， 丨） t 该 Voronoi 图有 3 个 Voronoi 点 a ， 

v [ V -, a 显然 ，/与 t/i 不是 Vor ( {/>] ，!> t ， p 、， p A 、 ) 的顶点是 Vor ({/ >| 的顶 

点，但不是 VorC {^! A 心，户 4 ， 〆 的顶点。 

假设新增加 的点声 位于点集凸壳内（图 4-10 ( a )h 此时应先确定点户所在的 Voronoi 
多边形域，点/>位于与点 A 相关的 Vomnoi 多边形内。然后修改该 Vomnoi 多边形的边 

与顶点，图 4-10( b ) 中产生4个新的 Voronoi 点，“与乂，而原来的 Voronoi 点 r 与 
M 图 4- lt)(a >) 不再是 Voronoi 点 4 

考虑新增加的点 p 位于凸壳的外部并且不在圆 C ( W 内，其中^为 Voronoi 点，如图 
4-11 所示此时分两种情况讨论：（1)点户位于凸壳的一条边之右侧，如图 4- ll ( a ) 所示. 
图中点户在^;的右侧，修改点 P 所在 Voronoi 多边形的边界，得到点线所示的新增 
Voronoi 多边形，并且％是新增加的 Voronoi 点点 M 立于凸壳的两条边的右侧 K 如图 

4- l 〗（ b ) 所示图 中点户 在 A /的右侧及 AZ 的右侧，修改点 P 所在 Voronoi 多边形的边 
界，得到点线所示的新增 Voronoi 多边形，并且％、仏是新增加的 Voronoi 点。 


1. 脱机增置算法 

输人点集…， 
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图 4 -n 



构造 Vorcmoi 图的增置算法(新增点位于点集凸壳的外部及画〔(^的 外部) 


输出点集 S 的 Vorcmoi 图 
步1任取三点 A ， A，A * 并连接成三角形 p t P ! P “ 

步2 计算三角形 p . p ; p , 外接圆圆心及半径，设为^和 

步3计算距离为 J 』）， 并将距离由小到大分类，设相应点列为 

p\ ， pt ， … ， p，- 

步4 if d{pi ' v)>d then goto 步 6 
else goto 步 5 

步 5 改取三点 pt ， p } ， pk 或 pi ， pi ， pk 或 并连接成三角形，或有多个点 A ， 
户 2 ,…，〜在圆 C ( xO 内，则取久、连接成三角形， goto 步 2( 修改相应的下标>。 

步6判定办在已有凸壳哪条边之右侧或两条边的右侧，如图 4-11 所示， 

步7修改 A 所在 Voronoi 多边形的边界及顶点。 

步8 /—/ + l,goto 步6,直到 / 

算法中步8至步6的每次循环都是在条件 “ A 不在圆 Cb ) 内”下执行的，其中^是已 
求得的 Voronoi 点。 

算法中步1与步2只需要常数时间，步3要求^ 一 3次距离计算及 rtlogn 次比较 & 步4 
与步5耗费常数时间，步5至步2的循环为常数次。步6需要 a 次判断，其中 a 为已计算子 
点集凸壳的边数.每次判断要求6次乘法，步7的耗费为常数，步8至步6循环《 — 3次， 

耗费为因此算法的时间复杂性为 0( i ) 6 

u »« ] 

2- 联机增量算法 


假设点集中的点以随机方式井间隔一段时间产生，最初只产生1个点 ，，间 隔&时 

间后产生第2个点九，产生九后，算法立即执行，求出两个点的 Voronoi 图，即^的中 
垂线。随后产生第 3 个点化，算法求三个点的 Vomnoi 图▽加（(々 | ,/^/^)，依此类推，要 
求算法 在以时 间内能完成计算增加1个点之后的 Voronoi 图的工作，在已有 Vordp ^ 
户2,…， P *}) 的基础上，随机增加点 之后，为了 计算▽01'({户 1 ,/>2，”，，九，九 +1 })，首先要 
判定点 A + i 位于 Vor ( ，/>£，…，内丨）中哪个 Voronoi 多边形域内 * 然后修改相应 

Voronoi 多边形的边与顶点即可求得 Vor <{/^ 、 p ”“， 
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只要分别计算 P …与 p '， p〆 ••小 的距离，然后求其最小距离，便可判定点落入 
哪个 Voronoi 多边形域内 4 设/>* +] 位于与关联的 Voronoi 多边形域内 t 例如图 4-10( a ) 
中汐位于与九关联的 Voronoi 多边形域内并且 f 在凸壳内，该多边形的边是由化分别 
与 h H 的中垂线组成，修改与 A 关联的 Voronoi 多边形时,只要分别计算 p 与 p 、、 
pi 、 php 〜 的中垂线，见图 4-10( b ) & 如果户不在凸壳内，如图 4-10( a ) 中点 〆 ，此时 〆 位干 
与久关联的 Voronoi 多边形域内，该多边形的边是由化分别与的中垂线组成，修 
改与久关联的 Voronoi 多边形时，只要分别计箅，与的中垂线，不必计算 ，与 
P , 的中垂线，从而节省了计箅量 

构造 Voronoi 图的联叽增量算法 如下： 

步 1 while 产生 pifp 2 do 作户的中垂线，输出 Voronoi 图为中垂线^ 

步 2 while 产生 户 3 do 连接 64 2 ，化 成三角形,作三边中垂线，其交点为 Voronoi 

点，从该点引出的三条中垂线构成 Voronoi 图， 

步 3，一4 

步 4 while 产生芦 do 判定芦落入哪个 Voronoi 多边形域内，修改该 Voronoi 多 

边形及相应 Voronoi 多边形的边与顶点 。 

步 S /+ l ， goto 步4 •直至 产生点的工作终止， 

算法中步1、步2与步3均耗费常数时间，利用分别计算 A 至 />、、/>:、…、 fi.H 的距离 
及/一2次比较可以求得与户,最近的点，例如 A ， 从而判定九落入与 / v 关联的 Voronoi 
多边形内，这个工作需要计算 I 一 1次距离及/ 一 2次比较修改与 A 关联的 Voronoi 多边 
形边与顶点时，其边的数目决定了计算复杂性，由定理 4-2, «个点的 Voronoi 图至多有 
— 6条边和 以一 5个顶点，所以每个 Voronoi 多边形边的数目为一常数，因此修改 
Voronoi 多边形边与顶点耗费常数时间。设步5至步4的循环次数为《，则算法时间复杂 

PV 

性为 ^1(/ — 1) -0(^), 

i = i 

第 i 次执行步 4 ,需要 r + 2 次距离计算和卩+ 1次比较，另外还要修改相应的 Voronoi 
多边形边和顶点，设修改工作所需要的时间为如果用山;表示第/次执行步4所需要 
的时间，那么以， = 计算 ( /+2)次距离的时间+ (/+1)次比较的时间 + C , 这也是产生点 
Aw 后，要间隔 A /, 时间再产生点 A + o 显然，该间隔时间是逐步增加的 。 

4.2.3 分治法 

构造 Voronoi 图的分治算法是由 Shatnos 和 Hoey ( 1975 ) 提出的*复杂性为 
算法的 基本思 想是按点的: r 坐标的中值(或先按点的: r 坐标分类，然后从中间 

分割 〉 分割点集 S 为叉与乂，使1\| = |5 £ |=士|519如果 1 ? | 、&含点数目大于4，则继续 

分割点集，直至子点集规模小于或等于4,对每个小子点集利用 4.2. 1节或4, 2, 2节中的 
方法求 Voronoi 图，然后不断合并相邻子点集的 Vonmoi 图，直至得到 VorCSK 算法描述 
如下： 

步 1划分 S 为规模近似相等的两个子集叉和 
步 2递归地构造 VoKA )* Vo r ( S 2 ) a 

p 
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步 3 构造折线札分开5,和 S 2 ，并使其中^65, 脱 S t ， v 为折线 
上的点。 

步 4 册 j 去位于召左侧的 V 0 r ( A ) 的所有边及位于召右侧的所有边，得 
到集合 S 的 Voronoi 图 Vor (5 ) fl 

组成折线 ii 的每条线段是& 与& 中某两点连线的垂直平分线。假设己知 CHWj 和 
CHH ), 在线性时间内可以求得 CH ( A ) 和 CH ( S 2 ) 的正切线。设^为所求的正切线, 

he 5 M /> 2 e 5 h 作^的垂直平分线.设想由上向下沿该垂直平分线下移的2点遇到 
VoK &> 或# VoKS ,) 的一 条边，比如遇到 Vor ( A ) 的一条边，如图4-】2所示。图中点々 
和/^分别属于 A =以，九，….仏}和 彳 / v ^ cm …，/> |6 }0 14 广 7 的向下垂直平分线首先 
与 Vor ( S 2 ) 的边相交，即与^ 4 '的垂直平分线相交，交点为 9[ ，留下折线 B 的第一段（半 
直线） 。点+ 是^的垂直平分线与的垂直平分线的交点，因此1是三角形 
的外接圆的圆心，所以下一段折线为的垂直平分线上的一条线段，此时寻找的 
垂直平分线与 h 关联的 Voronoi 多边形的哪条边相交，图中示出^的垂直平分线与 
^的垂直平分线相交，交点为 A 。 ^为^的垂直平分线上的一条线段，即寻找^^ 
的垂直平分线与关联的 Voronoi 多边形的哪条边相交，如果与关联的 VoroncM 多 
边形的多条边相交*则以比 h 的 y 坐标小的点作为 ff 的下一个顶点为^的垂直 
乎分线与^ ；的垂直平分线的交点。同理，为^的垂直平分线上的一条线段为 
^的垂直平分线与的垂直平分线的交点） + ^；为^的垂直平分线上的一条线段 
为^的垂直平分线与的垂直平分线的交点）,^为^的垂直平分线上的一 
条线段(心为^的垂直平分线与的垂直平分线的交点）,^为^的垂直平分线 
上的一条线段 (1 为户1炉 a 的垂直平分线与/的垂直平分线的交点 ）,^1 为内仏的垂直 
平分线上的一条线段(如为的垂直平分线与的垂直平分线的交点向下的射 
线是^的垂直平分线上的一条射线^ 折线忍 的构造过程如图4-】3所示 
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m i -12 构造 Voronoi 图的分治算法 


图4_13构造 折线占 的过程 





总之，该过程可以看成是三角形序列的演变过程，也就是 f > uP : P '' — hPufi 广 
户〗 lA 户1。— APh 户。 — —户19户8户12—户12户&/>3 — h 户9户4，称为三角形顶点转移法6 

设\ = U ] ，心,…*〜} yS -^=- { bi ，& 2 ,…， 6* 丨，并假设已求得 CH (5 |)fB CH ( S .) 4 构造折 
线方的算法 如下： 

步1计算 CH (\) 和 CH (&) 的正切线，设为和^; 咚 坐标大于\的 j 
坐标，的 j 坐标大于 A v 的 J 坐标。 

步2作的垂直平分线与户\(或 />#,) 关联的 Voronoi 多边形边(/>'户~ 

的垂直平分线或的垂直平分线)相交。如果有多个交点，则取 J 坐标值最大的点为万 
的第1个顶点+ ;否则，交点为的新顶点^ 

步3用三角形顶点转移法选择新的三角形、并用步2的方法计算 S 的新顶点*直至 
作出^ :的 垂直平分线， 

执行步2时需要确定/+,与~关联的 Voronoi 多边形边的哪条边相交，这只要判断 
该 Voronoi 多边形的端点对是否位于 / V | 的两侧，如果位于两侧，则相交；否贝 t 不相交。 
如果相交，则求出交点，得到打的一个新顶点。 

步1襦要线性时间 a 折线 B 穿过 Vord ) 与 Vor (\) 时，组成 B 的线段数目不超过 
1&1 + 1&丨=〜求每条线段只需常数时间.所以构造 B 仅用线性时间 & 设7'(«)表示用分 
治法构造《个点的点集 S 的 Voronoi 图所需要的时间，则了(《)满足下述递归关系式 

TOO ; 27 ,(晉 j + OU) 

其中 OU ) 为合并 VorCA ：!* V 0 r (\) 所需要的时间 t 该递归关系式的解为 ： H ") = 

Oinlogn ),, 

4. 2 4 减置算法 

已知点集 彳户 _士，…， / O 的 Voronoi 图，现删去点 />■ 之后*要求构造 Voronoi 图 

Vor (< h ，户”…，芦 + 

如果 A 上的连续顶点，则删去点 A 及/>,关联的 Voronoi 多边 

形的边和顶点，之后，如果 Pr -\ 与 成为 BCH ( S—{A 丨） 上相邻顶点，并设 〆 关联的 
Voronoi 多边形的边为 a … ，这些边分别是 pi 与 Pj 小与 P ，+\， …， A 与户;的垂直 

平分线，那么作^>^；的垂直平分线并且修改点关联的 
Voronoi 多边形的边和顶点，便可求得 Vor ( {化，仏 ，…， />,_】 ， 户… ，… }) , 图 4- i 4( a > 中 
刪去点 A 及 A 关联的 Voronoi 多边形的边和顶点 ， 之后，点久与久成为 
仏，6丨）上相邻的顶点，点九关联的 Voronoi 多边形的边分别是仏与 与 与 
/ U 的垂直平分线，作的垂直平分线，并且修改点 p ^ p ^ p z 关联的 Voronoi 多边形的 
边和顶点，最后以点线表示 

如果删去点 A 之后， A -, 与 A +] 不是 BCHG —( AO 上相邻顶点，如图 4- ll ( b ) 所示. 
那么只要删去点 A (图 4-11( b ) 中点户）及 A 关联的 Voronoi 多边形的边和顶点，并修改 
BCHC 5—{ A 丨）上新顶点关联的 Voronoi 多边形的边和顶点、便可得到 Vor ({ h ， h ， …， 
Pi ，•••+}),图 4-11( b ) 中、刪去点户之后，点，是 K ： H ( S -( W ) 上新顶点，点线 
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图 1-14 构造 Voronoi 图的减量算法 


为删去的点 P 关联的 Voronoi 多边形边，虚线为 Vor ( +如 p A \\ 

考虑删去的点 A 在凸壳内部，如图 4-14( b ) 中的点户 5 ,此时删去点&关联的 
Voronoi 多边形进和顶点 t 并修改点 p \、 p z ' pi 、 p 、 关联的 Voronoi 多边形边和顶点，因为 
这些 Voronoi 多边形与户。关联的 Voronoi 多边形有共同 的边。 

构造点集 S 的 Voronoi 图的减量算法 

步 1 if A - hMA —^ BCH ( S ) 上连续的3个顶点 AA -, 与 Aw 是 

上相邻顶点 A A 关联的 Voronoi 多边形边分别是户•与 p nPi 
与户…，… ，户, 与九^的垂直平分线 a 

then 删去点 A 及 A 关联的 Voronoi 多边形边和顶点，作^的垂直平 
分线并修改点关联的 Voronoi 多边形的边 
和顶点. 

else if 户,-1、>、〜|是30^(5—<户,})上连续的3个顶点。 

then 删去点 A 及 A 关联的 Voronoi 多边形的边和顶点，并修改点和 
关联的 Voronoi 多边形的边和顶点， 

步2 if A 在 CHCS ) 内部 AA 关联的 Voronoi 多边形边分别是九与 A ， A 与 

…， A 与的垂直平分线 。 

then 删去点 A 及 A 关联的 Voronoi 多边形边和顶点，并修改点 卜” 
… A +* 关联的 Voronoi 多边形的边和顶点 & 

执行该算法时*首先判定点 A 是否为凸壳顶点或在凸壳内，这只要求出 CHCS ), 再进 
行比较，其耗费为 OUlog / O , 如杲点久- ] 、户.、/>,> 1 是队出幻上连续的3个点,删去点久 
之后 * 耗费0(1叫 2 /0时间可以恢复 BCH ( S —(/>, })* 即判定 A - i 与 A +, 之间是否有新的凸 
壳顶点.删去点 A 及 A 关联的 Voronoi 多边形的边和顶点，修改相应的 Voronoi 多边形 
的边和顶点，耗费常数时间。因此算法的时间复杂性为 O (« tog «>。 

4- 2.5 平面扫描算法 

构造 Voronoi 图的平面扫描算法是 Fortuned 兆 7) 提出的，其复杂性是 Ohio 弘 ） a 
平面扫描算法通过平面上的一条扫描线由左向右扫描,在平面上已扫描过的部分就 
得到问题的解，而未扫描部分还没有形成问题的解.要使构造 Voronoi 图的平面扫描算法 
能在线已扫过的部分构造出 V oronoi 图，其困难是扫描线 L 在碰到决定 Vomnoi 域 
的点 A 之前会遇到该域的 Voronoi 边。为克服这一困难.先介绍下面的概念 a 
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图 4 _15 扫播乎面 IT 切割锥体， 《和 L 向右扫搞 a 4*16 «着胃、 1的右移 ,嫌物 线波面的变迁 

图 4 _1 5 中， L 的 x =0( 点九 ，九的 x 坐标为 0) ，此时从下往上观察，只能看见平面 
点々和九在扫描线 i 上，但看不见锥体，这时是扫描的起始时刻办 

随后•扫描平面; r 和扫描线 i 向右平移，在平移过程中，平面#切割 
Co « (外）分别形成抛物线 (外） 和(外），然后将其投影到町乎面,称为抛物线波 
面，如图 4-16 所示♦随着 ar、L 的右移，两条抛物线 : Pari / n )， Par ( fi t ) 的交的轨迹构敢一条 

抛物线 (內) OGw ( h ))， 该抛物线在 xy 平面上的投影即 W 的垂直平分线 •从 
:= 一 oo 向上观察，撖物线/>狀 (( ：⑽(九 > ne ⑽(仏)>是一条直线段，并且是 Vor ( h ， 
P ^}) o 在平面扣和线 L 巳扫描过的部分，点 外和外 及部分 i ^ KC ^ K / OnQwt (九 )) 均已 
形成，而未扫描部分， hKc ⑽ (/^ nc ⑽<九)>的_余部分还未形成，直至平面离开 
&«(/> 2 >时，扫描终止完全形成， 


设点/>位于三维坐标系的町平面上，顶点在/>并且其倒面以45°倾斜的圆锥体垂直 
于々平面。如果将第三个变元看成是时间，那么以/>为顶点.的圆锥体表示以单位速度在 
户周围扩张的圆^个单位时间之后*_的半径为 G 

考虑以点仏 和九 为顶点的两个圆锥体 C ⑽ ( A ) 和 Co « (内），它们在三维空间中相交 

成一条曲线，该曲线位于垂直于々平面的平面上，这个平面与 xy 平面的交是^的垂直 
乎分线•因此，虽然两个圃锥体的交线在三维空间中是一条曲线，但 该曲线 投影到^平面 
上却是一条直线，而且是 Vo〆 {义, }) 。同样,以点九，外和九为顶点的三个圆锥体的交 
(3 条曲线)在”平面上的投影形成 Vor ({^，仏,九})6 

构造 Voronoi 图的平面扫推算法的基本想法是，通过与巧平面成 4 5。倾斜的平面 
扫擄 锥体# 与町平面的交线作为扫推线 L 。 假设上 平行于^轴，并且它的 x 坐标是/,如 
图 4-15 所示；另设 平面# 和锥体是不透明的，并从== 一 的向上观察平面#和锥体。 


抛物线波面 

I 1 \ \£ 
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+”，8。5的凸壳顶点即5中全部点，三角剖分0^幻为6个三角形，因此从乂0川^点^ | 

向下的折线由 5 条线段组成：“该 Voronoi 图有13条 Voronoi 边: 
/ i ，…，4及5条折线段个 Voronoi 点 ： v _ 


Pi 


乙-法中步 1 需要时间 Oblogn )， 步 2 耗费0(〃） & 步3中每次耗费常数时间可以求 
得一条对角线，共有 OU ) 条对角线，因此，每次用最长对角线 
三角剖分凸多边形需要 OU ) 时间 . 步4耗费常数时间，步5 
用线性时间可以求得折线，步7与步8耗费线性时间。因此步 
1至步8的时间复杂性为 

CK/ilogn) + 0(«) + O(n) + 十 0(n) = O(rtlogn) 

一般情况下，如果每次都用最长对角线分割凸多边形， 

那么步9获得肯定答案的可能性是大的，因此，需要重新三角 
剖分凸多边形的可能性较小 . 

如果允许最远点意义下 Voronoi 点的数目小于凸壳三角 
剖分的三角形数目，或 Voronoi 多边形数目小于凸壳顶点数目， 

那么步9获得肯定答案的可能性将增加。如图 4-18 所示，图中只有两个 Voronoi 点(三角 
形数目为 5) ，4个 Voronoi 多边形 （凸 壳顶点数是 7) a 



图 4-18 培远点意义 K 的 
Voronoi 图（放宽条件下） 


4.3 平面点集的三角剖分 


平面上 给定〃 个点…, A •，所 谓平面点集三角剖分是指用互不相交的直线段连 
接 A 与，并使凸壳内的每一个区域是一个三角形，如图 4-19 所示 a 

由于三角剖分是一个平面图，它有 n 个顶点，因此该图 
yf<ry \^>K 至多有知一6条边如果能给出这些边的一个表，那么就得 
/ \到问题的一 个解。 对三角剖分问题可以 提出含 多约束条件, 

例如，最小角最大化;边的总长度最小化(称为最小权三角剖 
X \/ Y ^7^]/ 分)等。在许多应用中 + 最好是三角形尽可能为“等边的 '或 

働狀度最小。 

图 4 巧 9 平面点集的〜种 由 4.1 节和 4.2 节可以知道，无论是最近点意义下的 

H 角剖分 Voronoi 图，还是最远点意义下的 Voronoi 图都与点集的三 

角剖分有着密切的 关系: 最近点意义下 Vomnoi 图的对偶图 
就是点集的一种三角剖分，因而由点集的三角剖分可以计算 Vorono i 图 t 最远点意义下 
Voronoi 图的对偶图是点集凸壳（凸多边形）的一种三角剖分，由点集凸壳的三角剖分可 
以求得 Voronoi 图 （只 要该 Voronoi 图存在），当然，点集的三角剖分不仅仅是构造 
Voronoi 图的准备工作，而且它本身有许多应用 a 本节介绍三角到分的几种算法， 

^ 3*1 平面点集三角剖分的贪心算法 

本小节介绍的算法均要求5角剖分后边的总长度尽可能小。算法的基本思想是先将 
所有的两点间距离 从小到 大排序，依次序每次取一条三角剖分的边，直至达到要求的边 
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数 6 下述贪心算法1和贪心算法2的区别在于不同的终止条件，因而有不同的复杂性。但 
两个算法中都要判断新加入的边与已加入的边是否相交，只有不相交的边才能成为三角 
剖分新加入 的边。 

贪心算法1 
步 1 T —0 

步2计算点集 S 中所有点对之间的距离</(办，/^，1<〗^€«，/垆），并且对距离进 
行分类，设为4 ， d t ， … ，相应的线段记为 q ，^，… 

步3 1。 

步 4 if o 与 7" 中的边不相交 then 7 "else 删去… 

步 S ^ + l , goto 步4,直至 k = nin ~ l \ 

步6输出7\ 

该算法中， T ’ 存储三角剖分的边 。 步2匍要计算^^次距离，另外距离分类需要 

0( Vlogn > 次比较，厂中元素随步5至步4循环次数的增加而增加，因此向 T 中加入一条 
新边所需要的判定两条线段是否相交的次数也随之增加。如果步5至步4的前如一6次 
循环后已构成点集的三角剖分，那么步5至步4循环所需要的判定两条线段是否相交的 
次数为 

1 H - 2 + *，，+ 3/1 — 7 + (3 n 一 6) X "(穴 ^~— 一 (3>1 一 6) = 0( n 3 ) 

在常数时间内可以判定两条线段是否相交，因此贪心算法1的时间复杂性为 O ( V )。 

贪心算法2 
步 1 T — 0 

步2计算点集 S 中所有点对之间的距离以芦,九），1$，^^#，并且分类距离， 
设为4 …， 相应的线段记为 ………， 户、- 1 、 

步3卜1，卜0, 

步 4 if &与 7 T 中的边不相交 

then 7 1 * - t/*'/- h 1 

else 脚去〜 

步5 A + l ， goto 步直至/>3« — 6 a 
步6输出了。 

执行贪心算法2时，如果步5至步4的前3« — 6次循环后已构成点集的三角剖分，那 
么步5至步4循环所需要的判定两条线段是否相交的次数为 

1 + 2 + …+ ⑶ 一 7) = 0(« 2 ) 

而步2的复杂性为 CKVlogW ， 所以贪心算法2的复杂性为 0( Vlog«) a 

条件“步5至步 4 的前 3〃一 6 次循环后巳构成点集的三角剖分”不成立时*贪心算法 
2的复杂性可以达到0(^)。 

下面再介绍另一种形式的贪心算法 & 

贪心算法3 
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步 1 求点集凸壳，设凸壳顶点为户…，户 m ，凸壳的边为 h e ,( i = l , m ) 

加入 T (三角剖分的边集合），并且&的权值被陚为 U 凸壳内点的集 合为& = 

p m+ z，*** 小 } 9 

步 2从&中任取一点/>,，求与 A 距离最近的点，设为九，^加入 T ff 

步 3求与九距离最近的点(除点 A 外)，设为加入7\^；加入 7\ AU > 构 
成一个三角形，其边的权值均被賦值1 & 

步4 分别求与 p , , p } ypk 距离最近的点（除点 pk 外），设为 p ^ p % p ^ p t p t , 

PH } Pi 、 P ， P ，' pA 与 pkpMKT ，并且这些边的权值被赋值1，而叫广1^，1^的值加1， 
即为2 {权 值为2的边，即为两个三角形所共有 ） a 

步 S 对权值为1的边(除…，〜外)的两个端点分别求与其距离最近的点，并 
将其连线(得到新的三角形)加入7\新三角形边的权值加 U 

步 6对权值为1的边重复步5,直至所有边的权值为 2( 除…，^外) 

图 4-20 是贪心算法3的一个执行例子。 



图 4-20 贪心算法3的示意图 




贪心算法3中，步1耗费 Oblog / i )， 步2需要计算 n -\ 次距离和 n — 2次比较。步3 
求外要计算 rr — 2次距离和/*一3次比较，步4要进行 b -3) X 3 次距离计算及 h -4) X 3 
次比较。步5至多进行(《 — 6 )次距离计算与(《 — 7)次比较步6至步5的循环次数不超 
过3« —9,因此贪心算法3的时间复杂性为 

0(nlog «) 十 CK«) + O(n) + O(n) + (界 一 6) X (3/j — 9) = 0(n 2 ) 


4.3.2 Delaimay 三角剖分与多边形内部点集的三角剖分 

最近点意义下的 Voronoi 图的对偶图实际上是点集的一种三角剖分，该三角剖分就 
是 Delaunay 三角剖分(表示为 Dr ( S )) ,其中每个三角形的外接圆不包含点集中的其他 
任何点。因此，在构造点集的 Voronoi 图之后，再作其对偶图，即对每条 Voronoi 边(限有 
限长线段)作通过点集中某两点的垂线，便得到 Etelaunay 三角剖分。也可以用类似于构造 
Vomnoi 图的递归过程直接构造 Delaunay 三角剖分，而且时间复杂性为 

当多边形内部不包含任何点时，可以利用 2. 3节中的方法进行三角剖分或先利用2, 4 
节中的方法将多边形划分成凸多边形，然后再把凸多边形划分成三角形 & 

如果多边形内部包含其他点，那么可用下面的算法进行三角剖分，该算法是周培德于 
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1995 年提出 的。 

算法 

输人任意简单多边形/,的顶点序列 Pwh …，拓与 L 内的点集，心，+“， 

输出人的内域划分成若干个三角 f 其顶点取自 （ A , A ， …, 和^冲， …，? ^， 
三角形内及边界上不含彳 A , …， / O 和 s 的中点。 

步1求 ， p 2 * …， / O 的凸壳，设凸壳 C _ = y ， …，? ^丨， < ai ^ w) fl 

步2 it^^n then 按算法划分 L 的内域成三角形序列，并输出结果，终止 a 
else 从 L 中找出所有不同于 WM ， …，4 } 的点久及点列户”办 +1 ，…，户 
p } 为凹点 ，/V mA …为凸点，而户 mA - m …，中必有凹点。转步％ 

步3 / >1— 化1，<?2 ,… U { p \^ Pt ^ M ^ pn)—Ci 
步4 —I 

步5求 £>■ 的凸壳，设凸壳，… 

步6 if 内不含九及 

then 用算法4 .，划 分 C , +1 的内域及 C 与 C , +1 之间的环域成三角形序列 ， d 
— / + 〗，转步12。 

else 转步7办 

步 7 if 户)( 或 户/ 1 户 /+1 »…，九 — 4 ) 在的内部 A n ，（ C , + ■的边）与 户)-〗 A ， PjP /+\ ^0 

交， 

then 删去 n ， 连接与 与 qr ， qy 与纪+ 1 ， qr 与 九（如果三角 
形 户 jfif - 仲内有 S 中点则 g , 与三个顶点6，户;，1，价连接(如 
有多个点，则递归地进行连接 h 类似处理 PmA .+ ,， …，办+*。转 
步8 & 

else if p f 为 C ,+ i 的顶点（或 朽十 芦十*为 C …的 顶点） 
then 不进行任何操作，转步8。 

步8 A +1 — A _ C i+] ,/— + 1,步7中用^7代替代替^7；,转步5,直 
至 | A /1=0，1，2( 即 G 内含0,1，2个 L 的顶点），转步9〜步 1 K 

步9用算法 Z 4 _ 3 分割 G 的内域及 C , 与 C I +1 之间的环域 (如果 G 的顼点全部是 A 的 
顶点，则不分割 G 的内域;如果 C , 与的顶点全部(或部分)是 L 的顶点，则不分割 G 
与 t 之间的环域 (或部 分环域 ）） / + 1 ，转步12。 

步10 if G 内含点仏 then 仏与 C — 的各顶点连接 t 用算法 Zu 分割 C , 与 C , y 之 
间的环域， /+ U 转步12, 

步 11 设户 I »/>2是 Crf 内的两个点(或与 G 的顶点连接(连接与 />1 ( 或 pz 、 失 
联的人边不相交），再连接 P〆 或 A ) 与 G 的一个顶点（户』，户 2 与。的两个顶点构成四边 
形 h 用箅法 z ㈠ 分割各环域 W —/+ I ， 转步 12 a 

步 12 i—d 

步 13 査 c , 的边； ^ r , 以^:；为公共边的两个三角形的顶点设为 
if then 连接 与沙 '刪 去;^ , 
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else 不改变连接方 式 & 

步 14 /一1，转步13•直至/=1,输出结果，终止。 

算法的步〖是求1顶点的凸壳的顶点不可能是 S 中的点。当/>是凸多边形 
时，即 A ，用算法可以把 L 内点集 S 三龟剖分，而且可以得到最小权(或次最小权) 
三角剖分，如果 L 不是凸多边形，即〜<«，则要找出位于 G 内部的 L 顶点子序列0， 

外+|，… ， P 卜 “ …， A + * 必位于互相嵌套的多层凸壳 C f ( i = \ ， d ) 的内部，此时 

凸壳 r , 的某些边（比如必与 a 关联的边相交，步7和步8是专为处 
理这种情况而设计的 . 算法的步9〜步11分别处理最内层凸壳 G 内不含或含1个、2个 
L 的顶点时的情况。步12〜步 U 使三角剖分最小化(即改变连接方式，使所有三角形的 
边长之和最 小）。 因此该算法正确地将 L 内点集* S 三角剖分，而且能得到最小权(或次最 
小权）三角剖分， 

算法的步7,步10与步11的工作是解决 G 内包含点久及子序列 PAw 、 
办的情况，此时耗费线性次 比较。 除此之外,该算法的耗费与算法 Z 4 . 3 的耗费相同。 

乙_ 2 算法用于凸多边形内点集、任意多边形内点集以及带有内孔的任意多边形内点集 
等多种不同情况，均可获得最短长度(或次最短长度）的三角剖分，如图 4-21 所示 a 



⑷ ( b ) ( c ) 


图 4-21 Zu 算法应用举例 


4- 3 3平面点集三角剖分的算法 

给定平面上 n 个点，用不相交的直线段连接它们，使该《个点的凸壳内的每一个区域 
是一个三角形，这就是三角剖分问题 & 当三角剖分边的总饺度减至最小时，则称为最小权 
三角剖分 & 无论是 Delaunay 三角剖分、贪心法三角剖分、依据环形试探法设计的三角剖分 
算法，还是最近 Eppstein 提出的一种三角剖分算法均不能产生最小权三角剖分，下面介 
绍的算法是周培德于1996年提出的. 

厶法(平面点集三角创分的基本算法） 

輪人 平面上《个点的坐标 U , jOw = T 7^, 该点集记为& 

徐出 n 个点的二角剖分链表 { p '、 p z ，— — …一、 p n - z ， 穸^_、 ， p n 、办 

步 1 求《个点的凸壳顶点，设为 C ] = { 〆 以，…， M ,}。 

if m'= n then 三角剖分凸多边形，输出结果 t 终止。 

else 求的凸壳顶点，设为 …,/ 继续下去，直至求得 

C m 内不含 S 中的点、包含 S 中的1个点或2个 
点，分别转步2、步6和步 I 
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步 2 求 C 的直径，设的直径。 

步 3 if 中有— 1 个点共线(户？不在线上） 3 

then 连接 M 与线上各点，转步 L 

else if 

then 连接;^与，刪去点 p 「， 输出 

else 连接 k 与户;或/ > r 与户 D , 刪去点户「+ 〆 或^户「1山输出 

- 〆 )或输出（户％，户\，/0, 

if 八（丨 di<i^r “) 

then 连接广占心…删去点户卜输出以卜户^^山 
else 连接 N 与仏 〆 或 〆 与户7_山删去点户7+ 〆 或点广山输出 
(，]， 户 或输出（广1，冗- 2 ，户7)。 

步 4 C„— { 户 「，户以(或 C 帒一 {pT^i » p^+ \) ^C«—{p7-\yp^- \}) ，记为 

步 5 求 ci 的直径，设 up ?， pp 黾 a 的直径，分别以代替 〆 ■、户厂重复步 3 、 
步4、步5,直至分割完毕，转步9。 

步6设匕内含1 个点 〆 各顶点与户连接，并按连线长度排序 <，々，…， 
其中# ( 〆 ，/>)最大， 

步7依次以 K ， 〆 ， …为顶点，并当 I 巧1>|^^1(纟=1*2,，“）时，用步3至步 
5( 步5改为求 G 的剩余顶点与 f 的最大距离）的方法（此时不考虑 >)进行分割，直至 

\ pTp \<\ PT -^ I A A |巧|< 171^1 为止。转步9。 

步8设匕内含两个点久， h ， 连接户 ，与 户2, 匕 中位于^右侧的点，设为 

p 

…，连接久 与 PT 七与 与^不相交 h P ' PzPH 成一凸壳，用步 2 至步 5 
的方法分割该凸壳。 

if ，在^的延长线上 

then 连接久与(或仏与，），同样处理中位于 ^ 左侧的点。转 
步9。 

步9 i—m 

步10分割 G 与之间的环域/求中位于边右侧的点链(逆时针方向）， 

分别连接边^；与链的两个端点，构成凸壳，用步2至步5的方法分割该凸壳 & 同样方 
法处理环域的其他区域。 

步 11 〆 / — 1， 转步10,直至 /= U 转步13, 

步12设 p \}>2 p 2 与 P^PtpA 是两个有一条公共边 Ah 的三角形 u 

if V ^； 与交于两个三角形的外部 

then 不改变原来的三角剖分 

else if \PzPA>\P\Pa\ Af 2 p 3 与户交于两个三角形的内部 
then 连接夂与九，删去线段 

步 13 对以 C „ 中的边(或己变动的边)为公共边的三角形对，用步12的方法检査是 
否需要改变原有的三角剖分。然后，沿 Cn * …,0 2 的各条边(或已变动的边）寻找两个有 
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公共边的三角形对，并用步 12 的方法检査是否需要改变原来的三角剖分，直至所有凸壳 
的边检査完。终止， 

乙_ 3 算法中某些步骤可以进一步细化或修改下面证明 Z 4 . 3 算法的正确性井分析该算 
法的时间复杂性。 

引理 4-1 设/>是三角形 ABC 内（或边配上）的一点，则三角形 ABC 内存在唯一的 
三角剖分（亦是最小权三角剖分），即连接 A 与 p、B 与 p 及 C 与 户 (或连接与 户）。 

弓 I 理 4-2 设 A BCD 是任意四边形，连接距离较小的顶点对便得到四边形 ABCD 内 
的最小权三角剖分 & 

引理 4-3 任意凸多边形的直径的端点（例如图 4-22 中点 A ) 只能形成三个权值较 
小的三角剖分(图 4-22 中虚线表示 > a 

证明由于是凸多边形，并且直径见图 4-22) 的长度最长，所以长度|^；丨、 

\pOpz \ > I 九 h I 、 \pGpi I 是递增序列，而 Ip^tpA , \pOpl \ > 1/^户6丨、是递减序列*在该两 
个序列中与1^1分别是长度最短的连线 u 因此只要比较与1^1 
的长度，找出最小者，便可得到含点九的最小权三角剖分。 证毕 # 



\S 4-22 凸多边形 图 4-23 相邻环域的三角剖分 


引理 4-4 对 G 的边^执行步13至多 U + 1) 次即可求得与 G、C , 与 C,_ t 之间 

环域中^段域的最小权三角剖分，如图 4-23 所示.其中^为^段域中 C + I 、G-, 顶点 
数之和。 

证明对图 4 _ 23 所示的边^首次执行步13,即连接与成_,删去第2次 
执行步 IS， 即连接 h 1 与 刪去冗第3次执行步13,即连接 Az +1 与刪去 
P\pt 3 f 第4次执行步13,即连接与 f 1 , 删去此时 u = 3, 执行4次步13便将 

^段域 (C —中 1 至# | 上.- 3 中/>;- 1 至户1_ | 的边围成的域)进行了最小权三角剖分, 
对 C 的其他边所对应的段域类似处理.就可完成相邻环域的最小权三角剖分。 

定理 4 10 给定界 个点的平面点集算法正确地将 S 三角剖分，而且可以得到 

最小权（或次最小权）三角剖分. Zw 算法所需要的乘法次数是比较次数是 
，其中 m 为点集凸壳的层数^ 
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证明显然,算法正确地将 S 三角剖分。 

算法的步1是分割点集凸壳内的区域成嵌套的环形域 t 其中是最内层的区域 
内可能不含 S 中的点、包含 S 中的1个点或2个点，但不可能包含 S 中的3个点。因为如 
果包含 S 中的3个点，则算法可以再求一次凸壳，得到 C — 算法的步2至步5,步6至步 
7与步 S 分别处理上述三种情况。其基本方法都是用最短连线从中分割出三角形（与 
贪心思想类似，但不完全相同），由引理4-1、引理 4-2 及引理 4-3， C „ 内的三角剖分是最小 
权<或次最小权)三角剖分，各环域的三角剖分亦同样进行 (步 &至步 U )， 因此诸环形域 
的三角剖分是最小权三角剖分 ，步 13 是为解决 内的三角剖分及其与相邻环形域三角 

I 

剖分之间以及相邻环形域三角剖分之间的非最小权问题而设计的 & 由引理4-2、引理 4-3 
与引理 4-4, 算法终止时，可以得到最小权(或次最小权)三角剖分， 

Zu 算法的步1，第1次求凸壳需要 Ofnlog / O 次比较和0(«)沃乘法 a 第2次至第 W 次 

求凸壳所需比较次数和乘法次数均小于 0(« bg 幻和0(«)。因此步1的复杂性不超过 
CKmdogn ) 次比较和 0< m 〃） 次乘法^步2要进行次求距离(两点间的距离)运算 t 
每次求距离需要2次乘法（因为是比较距离的长短，所以可以比较距离的平方值 + 从而省 
去开方运算），所以步2耗费次乘法和 0( m 虞 比较求得 C # 的直径 . 设点集 S 有 

m 层凸壳，各层凸壳均含 [ JJ 个点，则步2需要 OOj ) 次乘法和 OU ) 次比较。步3和步4 

只需要常数时间。第1次执行步5需要次乘法（即0(«)次乘法)和次比较 
(即00^)次比较)便可求得的直径。如果步3至步5的每次循环均减少2个点，则此循 


环次数为 | yf ^-3-)] ,SP [ c 因此，步 3 至步5的耗费不超过 OUVm ) 次乘 

法和 OUVm ) 次比较。 


步6 耗费 g 次乘法和 0( Jbg 兰 | 次比较可以排序兰个元素。步 7 对兰条连线逐条 
处理，处理一条连线需要求三次点与点的距离 ， BP 6次乘法，另外再用2次比较便可确定 
一个三角形 a 因此步7需要$次乘法及$次比较 & 


步8用^^次乘法可以判定中哪些点位干 K 的右侧，然后用 兰 -1 @ + 

rWw mfm 


« — 3^ 

m 



n _ 

m 


2 j 次乘法和 ( 


n 


1 


m 


n 

m 



-1 次比 


较完成 C 、 内的三角剖分。 


步9至步11的耗费为步 8 的耗费的兰 x 切，倍*即耗费^ + (土一1 - + ^=^ 

nt tn \ m \ tn ijn 


*( 立 — 3 1 


土一 2卜 次乘 法和+ 

-一1、 

n - , (n ^ Zrri )n 

I ^ 

「 1 

3 ) 

1 --2 

1—1 



m 1 2 


m 2 m 

L 2 

\ 你 1 

\ ^ ) 



比较可以完成各环形域的三角剖分。 


步13是为求得相邻环域最小权三角剖分而设计的，沿0\(/ = 2,3.+++，济)的各条边 
(或已变动的边)进行检査。对每条边要求2次距离(即4次乘法)和一次比较，便可判定以 
该边为公共边的两个三角形是否需要改变分割方式，由引理44,处理一条公共边执行步 
13至多 U +1) 次，即求20 + 1) 次距离（或4<^ + 1)次乘法）和（“ + 1)次比较,而 C 3 , C ：1 * 


* 108 • 



琴 « ♦ 


， C m 的边数之和小于 h 因此重复执行步 13 至多需要 4U + 1X4V 次乘法和 G + 


次比较即可完成相邻环域三角剖分的最小权化. 

总之，乙. 3 算法所需要的乘法次数是： 

mn + max 0(«) 0{n z /m) , — + — v — 1 ™ 

m mm m m 


n — 3w n 0 

- 一 — 3 

m m 




12« 


n in 2 n — Zm j ?i 

m 


—— 2 j « + 4« 


<^ + max [0(^),0(^],0(^]]+0(^ 


比较次数为: 


0(m • niogn) + max 0(«) + 0(n z /m) ,0 —log — + — » 

_ m ° m m 


n ( n n — Zm { n n 

mm 2m m 


三一 2 |]+ 恙 (m —I 


«(« — 3 爪 ) n 

4 m m 


HU 


- 2 + n 2 


n l ^ n , n 


^ 0 (m 4 ttlog«) + max 0 — d，0 一 log — 

_ ) m m 


，o ^)]+o ^ 

I 饥 / 」 m s 


^-1 时，算法复杂性与算法 CPTA 的复杂性相同。 

由于平面上《个点的任意三角剖分至多 有如一 6条边，而 Z 4 . 3 算法又可以求得点集的 
最小权(或次最小权)三角剖分，因此至多只要进 行如一 7次比较便可求得点集中的最近 
点对，即求最近点对的复杂性为 Ob), 另外，通过 0((3« — 6)k>g(3n — 6>)次比较可以排 
序点集中某些点对间的距离，对此排序的距离集合，再利用最小生成树算法，可以求得该 
点集的最小生成树 a 迸而对三角剖分中的每个三角形，作各边的中垂线，即可构造给定点 
集 S 的 Voronio 图 

将 Z 4 _, 算法应用于图 4,24(W 所示的点集，获得图 4-240:) 所示的剖分结果。 




(a) 


(b> 


CO 


围 4-24 箅法应用举例 

< a > 点集 S 执行步〖至 U 的结果 （ d 执行步13的结果 
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4 4 Voronoi 图与三角剖分的应用 


本节阐述 Voronoi 图的6个应用：最近 邻近; 最大化最小角三角剖分;最大 空圆； 最小 
生 成树; 货郎担问题 I 中轴.另外,还介绍 Voronoi 图与凸壳的关系， Vomno 〖图的推广，几 
何数据压缩 

4. 4. 1最近邻近 


我们可以把最近邻近问题看成是一个査询问题:给定点集5 =以,，九，…， 〆 }及点心 


在 s 中寻找距离？最近的点(或者如果 ges ， 则在平面上寻 
找距离 g 最近的点八另一个问题是所有最近邻近问题 :对于 
给定点集 s 中的每个点 A 寻找距离办最近的邻近点丸。这 
些问题在生物学、生态、地理学和物理学等诸多领域中有许 
多应用。 

定义点集 S 中的最近邻近关系如下: A 是 A 的一个最 
近邻近，当且仅当—九—户丨，其中户 es ， 可以 

把这个关系写成4.的一个最近邻近是九。值得注意 
的是，就 A 和 A 所起的作用而论该定义不是对称的，意指 



图 4 -25 知 ― /v 但 Pi 一 
pj^rx ;另外 A+3 — 1 


该关系本身不是对称的，事实上的确是这种情 况：当 p ， p t 成立时，九不一定成立， 
如图 4-25 所示。此外,一个点可能有几个相等的最近邻近，例如，图 4-25 中的点 p 卜 


1. 最近邻近査询 


给定一个固定的点集■?，在 OUlog «) 时间内构造 Voronoi 图 6 现在对査询点 
5)，寻找 9 的最近邻近问题可以转化成寻找该点落入哪个 Voronoi 域中，因为 g 落入的 
Voronoi 域中点/>(6心恰好是它的最近邻近点.另外，如果9 6 A 则与点9关联的 
Voronoi 多边形内的点就是所求 g 的最近邻近。这样就可以避免将^与乎面上所有 
的点进行比较，在平面划分的内部定位一个点的问题叫做点定位。对于每个询问点心 
0( lo g W 时间足以确定 9 所在的 Voroaoi 域，即定位。因此寻找 9 的最近邻近问题在 
Ohlog 幻内可以解决 a 

2. 所有最近邻近 


定义最近邻近图是一个无 向图： 它以; S 中的点为顶点，并且如果一个点是另一个点 
的最近邻近，那么它们之间有一条边连接。记最近邻近图为 WG 。 

可以证明，的 Delaunay 三角剖分9对于集合中的每个点寻找最近邻近的笨 
拙算法需要 0( V ) 时间，但是如果利用 S 的 Delaunay 三角剖分，则仅需捜索 DeUurmy 三 
角剖分的0⑷条边，并因此得到 OUlogn ) 的复杂性。 

4- 4.2 最大化最小角的三角剖分 

有限元分析技术经常用于分析复杂形状的结构性质，例如 t 汽车制造中车体模型的设 
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计.首先，将研究的域划分成有限元 〈子 域），然后用离散方法求解模拟结构力学的微分方 
程。该求解过程的稳定性依赖于划分的质量，即要寻找最大化最小角的三角剖分，也就是 
说要求所有三角形最大化最小角，这恰好是 Dela unay 三角剖分^另外.最小权三角剖分也 
可以满足要求，因为连线变短之后，三角形的内角（最小角）就变大9 

设7’是点集 S 的三角剖分，并且它的角序列…，叫)是从小到大排列的三角形 
角的表，其中/是 T 中三角形的个数，对于给定的点集义数/是-个常数。可以定义同一 
点集5两个三角剖分7’和： r 之间的关系，利用该关系试图优化三角形的角，即如果: r 的 
角序列按字典序排列大于: r 的角序列，那么 r^r(r 优于 r): 或者七>^,或者 

d ，并且〜 >4,或者 t 又 — 等等。 

可以证明， Deiaimay 三角剖分 T 就角序列的优先关系而论是最大的：对于 S 的任何 
其他三 角剖分有成立。这表明 Delaunay 三角剖分最大化最小角。 

4.4.3 最大空圆 

给定平面上 n 个点的点集义寻找一个不包含5中点的最大圆，并且该圆的圆心在点 
集凸壳 CHCS) 的内部， 

定理 4-11 如果最大空圆的圆心 g 在 CFKS) 的内部，那么 ？ 必然与 Voronoi ^ 
重合。 

证明设点集5=(6,并在 CHCS) 内任选一点心以^为圆心， /(?) 为半径 
作圆，该圆内不包含 S 中的点然后不断扩充该圆使其碰到 S 中一点，比如户 1# 由/ >,出发 
过点^作射线/，让^在射线/上移动 到〆 * 显然 / V>>/(g) fl 当/在 CH(S) 边界时， 
/V)达到局部极大•如图 4-26 所示， 

现设半径为/0?")时，该圆周通过点尔和卜 ,/(/> 没有达到局部极大值如果沿 
的垂直平分线(即一条 Voronoi 边)移动到々，那么/(/>)>/(〆)，如图 4-26 所示。 



4-26 圆心在凸壳内部，圆周通过 ® A ^ 27 圆心在边 f 上，并 K 点/>, 

】个或 2 个点 在圆周上的画 

只有当圆周通过 S 中三个点时,/(々)才能达到局部极大值如果这三个点形成的三 


• 111 * 



角形包含点/>(圆心），则户朝任意方向移动将导致离某个点更近，这样便使/4)减小。因 
此户不可能朝任意方向移动，/>只能是这三个点形成的三角形的外接圆圆心，所以定理结 
论成立 。 

定理4 12 如果最大空圆的圆心 p 位于 BCHCS ) 上， 那么夕必定位于一条 Voronoi 
边上。 

证明假设 〆 圆心）在 BCH (5) h ， 并且/(户）是极大的，以户为圆心的圆仅包含一 
个点首先 P 不可能是凸壳 CH ( S ) 的顶点，因为 CH ( S ) 顶点是 S 中的点，这表明 
/( 户）= 0,所以点户在 BCHCS ) 的一条边 c 上 & 然后点户沿^朝不同方向移动必增加它与 
P 、 的距离，如图4,27所示如果圆心在 f 的圆包含两个点 A 和内。那么^的垂直平分 
线与 < 的交点作为圆心是局部极大的 a 因此 p 位于一条 Voronoi 边上，定理成立 。 

显然， Voronoi 点是最大空圆圆心的候选点，但由于 Voronoi 点不一定在 CH (5) 内 
部，所以只有在 CH 0) 内部的 Vorond 点才是最大空圆圆心的候选点 & 

确定点集 S 的^大空圆的算法如下， 

步 1 计算 S 的 Voronoi 图 Vor (5) & 

步2计箅 S 的凸壳 CH ( S ) 6 max — 0。 

步 3 for 每个 Voronoi 点 r do 

if t 在 CHCS > 内部 

then 计算 ^ 为圆心的圆的半径并修改 max c 
步4 for 每条 Voronoi 边 do 

计算 CH ( S ) 边^与 Voronoi 边的交点户，计算圆心在/>的圆的半径并修改 max 。 

步5输出 max , 

箅法中步1与步2均需要 CKrtlog / j ) 时间。由于 Voronoi 点的个数为〜 CHW ) 的顶点 
数可能为心所以步3判定 Vomnoi 点是否在 CH ( S ) 内耗费时间为 OGh 判定 n 个 r 
点则耗费为步4计算 e 与 Voronoi 边的交点襦要时间 , 因此算法的时间复 
杂性为 0( n 2 ) fl 但步3、步4可以改进到在 OGlogn ) 时间内完成，因此算法的时间复杂性 
为 0(/] log «)。 

下面阐述周培徳于1995年提出的一个求最大空圆的算法，该算法没有利用 Voronoi 

图 V 

Zu 算法(求平面点集最大空0的算法） 

输人 域/ >=[0 M ] 2 内的点集5=，仏，… 

输出域 D 内不覆盖 S 中点的最大圆（圆心及半径夂 
步1求点集 S 的凸壳顶点，设为6,0 = {户|,々!， 

步2从 S 中删去 C ;, 即 — C la 

步3求点集叉的凸壳顶点，设为 …， 再从&中删去 Q ， 得点 
集依次重复，直至凸壳 G 内不包围 S 中的点或包围 S 中的1个点个点及3个点， 

即& = 0或分别转步4〜步' 

步4 while Si =0 do 

步 4-〗 对 C , 的内域进行最小权三角剖分，得到吼一2个三角形 & 
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步 4-2 求％ — 2个三角形的外接圆，并排序外接圆半径小 ri , …,' .〃设 M 最长， 
步 4-3 依序检查这些圆是否包围 S 中的点，保留半径最长且不含 S 中点的圆.设该 
圆的圆心为 </ a ')， 半径为 r ( y ) a 转步 L 

步5 while \ S , | = 1 do 

步 5-1 设户是内的一个点 。计算 广与^各顶点的距离 = …，叫） ， 

步 5-2 if d ( p , p ) ] )^ d ( p , p i Jt ) Aj ] ，乂 =1，… 

then 连接/ > 与户“，户与户 L v ,， … ，户与- 1 ,使剩余点 pV p ' z * …， 
户;„成一凸壳，（々 = 0,1，2,…），记为 c ! 。 c | 内不含 S 中的 
点，转步5-3 4 

else 按 G 的边长排序 i p \ p \、 p \ p、， …、 \pl t p 、 p \。 分別求出三角形 
户户彳外，三角形 卽 ㈤ ，…的外接圆 。设 o ' ik 1 )为圆心， r ( f ) 为半径的圆 
(圆内不含 S 中的点)最大，转步5-4。 

步 5-3 用步4 的方法求 Cl 内不覆盖 S 中点的最大圆，并与三角形办，，三角 
形户/^户一 2 ，…的外接圆比较 & 设 WU ') 为圆心， r ( f ) 为半径的圆（圆内不含 S 中的点)最 
大。 

步 5-4 保留 < V ( Y ). KF )。 转步夂 
步6 while \ SA =2 do 

步 6-1 设 / h ， p 2 是 C , 内的两个点，连接 A 与 /> 2 , 位于^右<左>侧的 G 顶点，记为 

C , ( C z ) , 与户 lt p z 构成凸壳用步4的方法求 C 〗( C 〖） 中不覆盖 S 中点的最 

大圆，并与三角形户三角形 + 的外接圆比较。 

设 r / W ) 为圆心为半径的圆（圆内不含 S 中的点)最大。 

步& 2保留 转步& 

步7 while ISJ =3 do 

步 7-1 设是 C 内的3个点，顺序连接3点成一个三角形 p ' p 2 p 〜 用步 6-1 
的方法求环域 r , 一三角形/内不覆盖 S 中点的最大圆，保留求得的圆心及半径. 

步 7-2 求三角形灼化久的外接圆 ♦与步 7-1 求得的半径比较，保留半径最长者(记 
为 )) 及相应的圆心 f / W ) g 转步 S a 

步 8用步7的方法求环域 ( ChSG 之间）的最大空圆，得圆心 〆 U ) 及半径 〆 a) a 
重复步 S , 直至 f _=U 

if /(々）> d (，《)， A)，A 是 D 的边界 
then 删去 r / OO , 以长度较小的半径代替 〆 U 八 
步9 求 = max ( r(f )， 〆 （々））及相应的圆心 oU ), 输出 R «) 与叭石）. 

算法的步1求凸壳 C〆 设顶点数为最多需要 OUlognHX 比较与 OU ) 次乘 
法。步2用《次比较可以求得点集叉，步3要反复执行 A 次，每执行一次求得一层凸壳 A 
设每层凸壳的顶点数呈递减序列。不妨设该序列为叫，一，5,4(共6个数 4< m /3) .有 
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因此步 3 所需要的比较次数为 

i=4 

rtlogtt + (« — m , )log(« m x ) + + 4tog4 

< [a + (7i — wii) + … 十 4]log/j = 0{n z \ogn) 

乘法次数为 

n in — /W] ) + — + 4 = 0(n 2 ) 

如果顶点数序列不是以形式 4*4 出现，则步3的复杂性的阶仍是上述估计的 
值 & 

步 4-1 最多需要 o(«vw) 次乘法和 OGV/W” 次比较，其中吼是最内层凸 壳顶点 数。 
步 4-2 耗费 14( 叫 一 2>次乘法，（相 .一 2>log (吼一 2) 次比较 。 步 4-3 的耗费不超过2«次乘 

法和《次比较 . 因此步4耗费的乘法次数为 

Oin ^/ mj ) + 14(m, 一 2) + 2« = 0 { n 2 ) 

比较次数为 

0(nVm?) + { m , - 2)log(^ — 2) + n = 0 { n 2 ) 

步5〜步7的复杂性的限界均不超过步4的复杂性的阶。 

步8所需要的乘法次数不超过比较次数不超过步9 耗费; ■次比较 ，6 p 
不超过《/3次比较便可以求得点集 S 的最大空圆 。 总之.，算法需要的乘法次数为 

Oin) + ⑽ 2 ) 十飾 3 ) + 0(n 2 > = Oin 2 ) - 

比较次数为 

OC«logn) + « + O(rt 3 logn) + 0(n 2 ) + 0 ( n z ) + n/Z = 0 { n z iogn ) 

4. 4.4 最小生成树 

点集 S 的最小生成树 <MST> 是连接5中所有点的最小长度的树，即最小生成树的结 
点恰好是 S 中的点。两结点之间的连线以 Euclidean 长度度量时，该树称为 Euclidean 最 
小生成树 (EMSTh 图 4-28 所示是一个例子， MST 有许多应用，例如4午多局域网络利用 
树的形式生成基结点 *MST 是最小化总线路长度的网络拓扑， 



考虑计算平面点集的 MST 问题*该问题可以转化为计算平面完全图 G 的 MST 问 
题，解决后者的一种方法是基于贪心思想设计的。该方法是不断添加还没有选取的最短边 
至树中，同时保持树(不含回路)的特性。这个算法称为 Kmskal 算法，描述如下： 

步1按长度从小到大对所有边排序得…， 

步2 了―0，—1，产】 

步3 while do 
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if : r+c 是树(非回路) 


then TT + e , ， j 十 1 
i -*~i - \- 1 

Knskal 算法中，符号： T+ g 表示树 T 与边&的并，而步 1 决定该箅法的时间复杂性 
为 CK|£ |b g |£丨>,其中|£ | 是图 G 的边数目。 

由于图 G 有^^^条边，因此分类的复杂性是0(/^1叫《)，故求解 MST 需要 

6KVlo g «> 时间 。 如果用 Debiinay 三角剖分边的集合代替完全图的边集合，即利用 
Delaunay 三角剖分边来构造 MST， 那么将使 Kruskal 算法的复杂性得到改进。 

定理 4-13 最小生成树 MST 是 Delaunay 三角剖分 DT (S ) 的一个 子集： MSTS 


DTCSK 

证明 要证明如果 WeMST ， 则假设 36 MST , 但那么通 


过说明所假定的 MST 不是最小的来获得矛盾。 


如果 “ezxros )， 则由定理 4-9, 过有-个空 




因此如果3在 zxrcs)， 那么过:心 


6的圆不可能是空的。也就是说，具有直径3的圆周上或圆 
内必有5中的点*假设 C 在该圆周上或者圆内，如图 4-29 
所示，那么并且 KKWI ; 即使 f 在圆周上这 
些不等式也成立 + 因为 r 不同于 u 和 h 删去3将把树 T 分 
成两棵树及和不失一般性，设<&7^刪 
去 ▽并且 添加边巧构成一棵新树 r/r=n +&+7^ 树 

T' 的长度更短，因此包含 边巧的 树的长度不可能最小。这 
样，由否定3在 ixrcs> 中，推得 MST 不是最小生成树，矛 



图 4-29 的长度 

比7^+巧+7\长 



证毕。 


改进 Kruskal 算法 如下: 首先在 OMogW 时间内构造 Delaunay 三角剖分,然后耗费 
Ohlog 幻时间分类0(«)条边, Kmskal 算法的其余部分不修改，并且在 OGlogn) 时间内 


可以 完成. 因此构造点集 S 的 MST 的时间复杂性为 0(nlo 明）。 


4- 4,5 货部担问题 


借助 Debunay 三角剖分与最小生成树可以设计求解货郎担问题(英文缩写为 TSP) 
的一种近似算法，其思想是首先寻找点集的 MST, 如图 4-28 所示，然后沿 MST 来回走两 
遍，最后用边替代的方法消去重复的边，如图 4-30 所示 



用上述方法得到的回路全抶: T 不会超过 MST 长度的两倍，因而小于最短回路长度 
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的 2 倍。即，其中7〉为 TSP 的最短回路长度 . 

可以用其他探索法改进上述结果，其中 T <| r t 是最好的结果 a 

4^ 4.6 中轴 

在某种程度上，从多边形 p 的中轴结构可以看 j ± i 形状的持征，中轴已在模式识别和 
计算机视觉中得到应用。 、 

定义多边形 p 的中轴为 p 内的点集，该点集中的 点与把 不同边（或多边形边的延长 
线）中两个或两个以上点距离相等。也就是说，与犯不同边(或多边形边的延长线）中两 
个或两个以上点等距离的点的轨迹定义为多边形 p 的中柚。 

如果多边形尸是一矩形,则其中轴如图 4-31 所示 & 图中矩形内水平线上的点与矩形 
的上下边界的垂直距离相等，而对角线上的每个点与矩形的两条相邻的边的距离相等，并 
且矩形内水平线段的两个端点与矩形的3条边距离相等 。 






图 4-32 凸多边形的中轴 


一 个较复杂的例子如图 4-32 所示，这是7个顶点的凸多边形由该例子可以看出凸 
多边形 P 的中轴是一棵树7\它的叶是 P 的顶点，而内部结点是与的3条边相切的圆 
的圆心 & 对于非凸多边形也是如此，中铀上的每个点是圆心，该圆至少与两条边相切，正如 
Voronoi 点是过3个点的圆的圆心一样。 

下面介绍求凸多边形中袖的一种算法 9 设 A 与是凸多边形的相邻顶点，并且 A 
又表示顶点角 w = 1 

算法(求凸多边形中轴的算法） 

步1作各顶点角 A 的平分 角线。 

步2求顶点角 A 与 Am 分角线的交点及交点至相关边(即？ ^1) 的距离，设为4 , 

步3计算 d = •…，乂），设 q 表示 A 与九(顶点按逆时针方向重 

新排序)两顶点角分角线的交点，如图 4-32 所示 

步4 J 

步5作 W 与夹角的分角线（乂必经过〜 

步6作顶点角 A 的分角线 t 与交于 
步7作^^^与^夹角的分角线 + l 必经过 
步8作顶点角; 2 的分角线，与/…交于 
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步 9 作户 ， 与 A + 夹角的分角线人 + 2 2 必经过 U ， 十 2 。 

步10作顶点角的分角线，与/, +2 交于 

步11 循环执行步9与步10,执行步9时按减序、增序轮换改变 二, 

的下标;顶点角下标分别按增序、减序交替执行步】 0 fl 直至执行步9时两线段的夹角为顶 
点角 a 

步 12输出 折线〜 &及折线各顶点与相应凸多边形顶点的连线， 

图 4-32 已示出 Zw 箅法的求解过程 & 当|^；|< |^|时，算法中的执行顺序将有改 
变.步1与步2分别耗费线性时间，步3需要次比较，步5至步10分别需要常数时 
间，步11至步9的循环不超过《次，因此该算法的时间复杂性为0(«). 

当凸多边形为矩形时，计算各顶点角平分线的交点，连接短边相关交点即得中袖，如 
图 4-31 所示 & 

利用凸壳及其中轴，可以设计出求解 TSP 的近似算法 + 下面描述该算法. 

算法(求 TSP 的算法） 

步1计算点集 S 的凸壳 C， 设 C 的顶点集为 〔（】）=~!^,-,<}，0的边集为 
£(1>— 

步2利用 Z 4 _ 5 算法计算凸多边形 C 的中轴*该中轴划分点集 S 为^个子点集，设为 
U 2 , …，、X UC(1), 

步3 

步4 S 0 ^ rl )^ SU )- Ca ). 

步5计算点集十1>的凸壳 , 记凸壳的顶点集为 C (/ + l )。 

步6 / + 重复 执行步4与步5,直至 S (/+1) = 0. 设最内层凸壳的顶点集为 

C (走）=(〆，〆 ，…，/山边集= { 小 

步7分别计算点至点…, c 及点 y ' y 2 , …，的距 
离，并依最小与次最小距离值将点，+••，<归到相应的子点集，…,，记为 

⑴…，义，其中沿…是与边乂相关的子点集， /= TT^：， 义 d + ,=5 i |Tl . 对中轴上 
及附近点类似处理， 

步 8求通过中各点的子 路径： 

步 8-1 ki ) — 

步 8-2 )—1 

步8‘3 H 

步 ■ 8-4 5 ■ ( 1 ) U 丄 } 

步 8-5 计算礼 +1 (>)的凸壳，设凸壳为 /!;.,+ 山)，该凸売由原有边（比如^；；)和新 
边组成，删去原有边得到凸壳新边集/乂 〆 ))（比如&+ 七卜 A _,, + 1 ( 7 ) 的边集 一 pk ), 
由礼 + _( P 删去 A ^ +1 ( p 的顶点集得到以 + _(八设新边集规模1^ +1 (川= 吼 0乂 

步 8-6 依 中 点到乂 ,_, + 1 <乃各边距离的最小值划分中点为 w; (j) 个 

子集，设为 SA +l ()，l)，s3 +1 q,2)^.，S;; m O，w,(p), 



步 8-7 / + 1,重复步 8-4 至步8-6,直至 + U 

步8,8 ) 十1，以心卜 〆 ）一 l ， w )(« = l ， 叫 (） 一 1)) 分别代替丸… U -1)， 重复执行 

步 S -3 至步 8-7, 直至所有子点集为空， 得到叫 条子路径 L f ，i = Y ^ 

步 9 各子路径 / w 在处连接成一条回路 

步 10 在 W 中检査相邻 4 点 （ 比如组成的路径是否是最短的路径：比如，, 
在 d 和 a — c — b — d 中选一条短的 路毯并要求心 与 W 不相交 
步 11 计箅回路长度并输出结果， 

Zw 算法的步1至步7将点集 S 划分为^个子点集，利用步8中的方法寻求通过子 
点集中各点的子路径.步10进行局部优化，从而使路径进一步缩短。 

Z 4 _ 6 算法的第1步求点集的凸壳，需要 OhlogW 时间，第2步计算凸壳的中轴耗费时 
间为 0 U )， 此外划分点集5成;^个子集^，需要 OU W | > 时间。第3步只用常 
数时间。第4步至第6步逐层求凸壳，其复杂性不超过 OOt « k > g «) ，其中々为凸壳的层数。 

第 7 步重新划分最内层凸壳顶点，设最内层凸壳顶点数为 m *, 第 々一 1 层凸壳顶点数为 
叫-1，则第7步的时间耗费为叫 •叫 _]< 必第 S 步求通过子点集见, + | 中各点的子路径， 
其中步 8-1 至步 8-4 耗费常数时间 a 如果最外层凸壳有％条边，点集 S 被分成 w 个子点 

集.每个子点集有个点，则步 8-5 需要的时间为 O ( wlogw )， 步 8-6 的时间耗费 

w _ 

不超过步 8-7 循环的时间复杂性不超过步 8-8 循环的开销为 
0( | logt ^ | • w , * w r )^ 即步8的时间复杂性为0叫 * ^~~ y ^~ • log -—< 

Yft | ftl \ ； 

步9与步11所需时间可以不计，步10耗费线性时间.因此 Z ,. e 算法总的时间 

耗费为 

0(/ ilogn > + O ( n ) 4 - Oinm x ) + G ( kn \ ogn ) + 0( n 2 ) + OinHogn ) + 0( n ) — 0(« 2 log «) 

将乙算法应用于中国 31 个省会城市，得到一条长度为 15404 km 的回路，与运用分 
支定界法所求得的路径长度完全一致， 图心 33 显示 Zw 算法不同步骤所得到的结果 t 这 
个算法是一个近似算法，但对于中国 31 个城市的货郎担间题来说,它是一个多项式时间 
的精确算法 & 

将 Z 4 > 算法作些修改便可以用于求一般简单多边形的中轴 ; 首先确定多边形的凸凹 
顶点（并划分成凸部分）.然后对于凸点用 Z 4 _ s 算法思想处理，而对于凹点，要考虑凹点关 
联的两条边与多边形另一条边构成的夹角分角线的交点，例如图 4-34< d ) 中点凹点关 
联的两条边分别与另一凹点关联的两条边构成的夹角分角线的交点，例如图 4-34( c ) 中点 
凹点关联的两条边分别与多边形另一凸点关联的两条边构成的夹角分角线的交点，它 
位干该凸角分角线上，例如图 444( a ) 中点仍与点等等 & 

Z + ，算法 (简单多边形 P 的中轴） 

步1计算尸的凸、凹顶点，设 h ' p ”，，、 pk 是凸点， 〆 4,¥是凹点。 

步 2 对利用 Z 4 . 5 算法中步 1 至步 3 选择中轴非叶结点的起点 t 设起点为 
A (可 能有多个起点它是凸顶点角 A 与 Aw 分角线的交点。或者 A 与 Ah 之间有一个 
凹点此时计算凸顶点角的分角线 A 与 Am , A 角一边的延长线与 A + , 角一边的夹角的 
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ra 4-33 算法执行过程 的囝示 
执行步 I 、步 2 所得到的结果 （ b ) 执行箅法步3至步6的结果 
执行步7的结果（心执行步 S 、 步9与步10的结果 

分角线分别与交于 g , 和^以 h 为起点，如图 4^34( f ). 

步 3如果 A 与之间没有其他顶点，则计算^ :延长 线与^延长线夹角 
的分角线，设为 A A 通过1，如图 4-34< a ) 所示。 

步4 如果 A 、, 与是凸点并且它们之间没有凹点，则用乙. 5 算 法中步4至步11计 
箅中轴的非叶结点。 

否则，丸^是凹点， A +2 是凸点，则计算延长线与 A + 延长线夹角的分角线 
“ I 与 i ' 交于心，如图 4-34( a ) 所示 a 

否则,和 A + 3 是凹点，则计算^^延长线与^^延长线夹角的分角线/,/与 
/,交于七，如图 4-34( b ) 所示 

否则 ， A -! 是凹点是凸点，而 A >3 是凹点，角的分角线与 I 交于则汁灯 

AA - i 延长线与 A ^ A +3 延长线夹角的分角线/，/经过仍，如图 4-34( c ) 所示 

否则 ， A + 2 是凸点, Ah 是凹点，则计算^7^二与^^夹角分角线 与 L 交千 
如图 4-34( d > 所示。 

否则， A — n/V _是凸点 九 + 1 是凹点，则计算户 二九延 长线与卜 小 +£ 延长线夹角 

分角线 A 4经过〜；顶点角 A -< 的分角线与 A 交于心;/^-1办-£延长线与八—】芦^延校线夹 
角分角线/，/经过心 * 如图 4-34( e ) 所示 

步5重复步4,直至计算完所有顶点 . 
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图 4-34 简单多边形的中轴 

图 4-34 中已示出算法的执行过程，图中列出6种基本情况，由它们可以组合成各 
种复杂的简单多边形。另外，图 4-34( c ) 中,如果角 A - uA +i 的边的延长线组成的角的平 
分角线^，广不相交或不交于延长线组成的四边形内部 〈或 延长线没有组成四边形），则计 
算 A -, 的一条边与户 + 3 的一条边的延长线夹角的分角线肩分角线与/ V 相交，组成部分 
中轴。然后，逐条边递增计算 4 最后得到原多边形的中轴。 

乙_ 7 算法中步1耗费线性时间，步2、步3和步4均耗费常数时间，步5的循环次数不 
超过因此 Z 4 _ 7 算法的时间复杂性为 0(〃）， 优于 Lee <19 S 2) 提出的复杂性为的 
算法 a 将 Zp 算法用于图4-35,得到该图所示的中轴。 
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4* 4. 7 Voronoi 圏与凸壳的关系 

1986年 Edelsbrimner 和 Seidel 发现了 Delaunay 三角剖分与较高维凸壳之间的关 
系 & 下面首先介绍一维 Dehunay 三角剖分与二维凸壳之间的关系，然后将此关系推广到 
二维 Delaunay 三角剖分和三维凸壳，研究这种关系有助于它们之间的相互 转换， 

1 _维 Delaunay 三角剖分 

设 S = ijr ! ，…， jr rt 丨是工轴上点的集合，显然一维 Delaunay 三角剖分是连接々与 
A ， …的路径。这可以看成是坐标为(:的二维点集合在 x 轴上的投影，另外也可 
以看成是由1向上到抛物线？ = /的投影，只要删去凸壳的顶边，这些二维点的凸壳向 
下投影便得到一维 Delaunay 三龟剖分。 

在点^ = “处，抛物线 r = P 的斜率是 2 a ， 因此，在点 (a ,^)处抛物线的切线方程为 

z — a z — 2 aix — a ) 
z = 2 ax 一 a 1 

当切线垂直平移 距离 〆 时，讨论该切线与抛物线之间的交，切线上升 〆 时，切线方程为 

z = 2 ax — < t z + r z 

求切线与拋物线的交点如下 

z = x l = tax — a 2 ^ r 
x = a + r 

因此上升的切线与抛物线在:士 r 处相交 t 值得注意的是，可以看成是圆心在 
“半径为 r 的一维圆的方程，如图 4-36 所示，图中 a = 5, r =3, 圆是线段 [2,8 ：U 



图 4-36 a = 5 时，切线方程是 ^=10^-25 


2 ^ 二线 Ddaunay 三角剖分 

设抛物面是 e = x 2 + y ， 如图 4 - 37 所示 & 在巧平面上给定点，并向上投影到抛物面, 
即映射： 


(^r ^ys) -► + yf) 

给定三维点集的凸壳，如图卜如所示，刪去该壳的”上壳”面，即小面法向量与=轴正 
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向量点积为正的那些小面，剩下“下壳”面，将“下壳”面投影到#平面，便得到 
三角剖分，如图 4-39 所示。 

下面推导三维凸壳与二维 Delaunay 三角剖分之间的关系 
点 < a 处切平面方程是 

z = 2ax + 2by — {a 2 + ^) 




图 4-38 向上投彩到抛物面的65个点的凸壳 田 4-39 从 I =_ oo 所看到的撤物面壳 


将该切平面向上平移 r 2 , 得到 

z = 2ax + 2by — (a 2 + ^ 2 ) + r 2 

由下式可以求出平移的切平面与抛物面的交 

z = + 〆= 2ax + 2by 一 (a 4 + fr 2 ) + r 2 

■ 

(x — a ) 2 + — b) z = r 2 

即平移的切平面与抛物面的交是椭圆，该楗圆在办平面上的投影是一个圆（圆心在点 
( a , b ) ，半径为 r) ，如图 4-40 与图 4-41 所示。 
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图 MO (〜6>=(2,2>^=1，切割 图 4 _ 4 1图4_40中的梅围投影到 

抛物面的切平面 平面上是半径为1的圆 


设平面『是三维凸壳一小面所在的平面，并且由抛物面 A = ( A , A , 九）上3点确 
定，平面? r 切割抛物面。如果垂直向下平移； r , 它将与抛物面在 q 必， 〆 + y ) 处相切，那么开 
可以看成是切平面 r 向上平移 〆 得到的。 

因为拋物面的其他所有点在沈的上方，当然也在切平面 r 的上方，所以这些点投影到 
巧平面上半径 r 的圆的外部，因此#切割抛物面的切口在 xy 平面上的投影是一 个空圆 
(不含抛物面其他点的投影点这样 * 凸壳的一小面投影到❾平面上便形成一个 
Delaunay 三角形，“下壳”的每个三角形小面对应于一个 Delaunay 三角形，因此“下壳”投 
影到”平面上得到 Delaunay 三角剖分，如图 4-39 所示。 

综上所述，二维点集的 Delaunay 三角剖分恰好是三维点集的“下壳 ，，到 ”平面上的 
投影，反之，将二维点集的 Delaunay 三角剖分向上映射到抛物面;可以得到三 
维点集的“下壳' 

因为三维中的凸壳可以在 0(nlog«) 时间内计算,这意味着二维 Delaunay 三角剖分 
可以在相同的时间限界内求得。一且进行完 Delaunay 三角剖分，就比较容易计算 
Voronoi 图*这是构造 Voronoi 图的另一种 0(«bg#i) 算法 • 

事实上， Voronoi 图与高维中凸壳之间的关系在任意维中都成立。因此，三维中的 
Voronoi 图可以由四维中的凸壳来构造，一般来说，维点集的 Voronoi 图的对偶图是 
rf+1 维中点集“下壳”的投影。 

4* 4*8 Voronoi 图的推广 

■ 

平面上 n 个点的点集5= { p \， p ” … ，/的 Voronoi 图是平面域的一个划分该划分 
产生的每个子域是具有下述性质的点的轨迹 ; 子域内的点 A 的距离小 

于 S 中其他点与 Q 的距离，即山九^，户在上述描述中，平 
面、点集与点办是3个要素，对这3个要素可以进行推广 A 比如 * 保持要素“平面”不变，即 
仍在二维中，而把点集推广到包含其他几何对象，例如线段、圆等;给定平面上„个点，寻 
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找距 ^ 个点中的 A 个点最近邻近的点的轨迹，该轨迹称为是阶 Vomnoi 图，记为 

为 n — 1 时，便是另一种最远点意义下的 Voronoi 图，比如表示离 A 最远点的 
轨迹，即对干这些点来说 A 是最远点。 

定义 4 阶 Voronoi 图为 S 的 6 个元素的子集的所有广义 Voronoi 多边形的集合，表 
示加下： 

Vor*(5> =U V(T)/fC ： S, \T\ = k 

其中 vcn ^{p\y S — T ， v)<dip 当是 = 2 时便是二阶 Voronoi 

0, ffl 4-42 示出 8 个点的二阶 Voronoi 图，其中点对 （ ] ， 5 ) 〆 5 ， 7 ) 等都没有相应的 
Voronoi 多边形，点对 (4 ,6) 相应的 Voronoi 多边形是最接近点对 (4 4) 的点的轨迹。本章 
前面介绍的 Voronoi 图称为一阶 Voronoi 图。下面只是阐述二阶 Voronoi 图。 



在图 4 - 42 中.只是15个点对（1,2),(1，3),(1.4)，（2,4)广.，（7,8)等有相应的 
Voronoi 多边形,这就是说，某些可能是空的，比如 （] ，5)，（2,6)等点对没有相应的 
Voronoi 多边形。值得注意的是，某些点并不在其相应 Voronoi 多边形内，例如，点6在点 
对 （4.6) 相应的 Voronoi 多边形内，但不在 （5.6) 、（6,8)、（6,7)等由点6组成点对的相应 
Voronoi 多边形内，这一点显然与一阶 Voronoi 图不同。二阶 Voronoi 图与一 P 介 Voronoi 
图的相同之处是，组成 Voronoi 图的 Voronoi 多边形均为凸多边形。我们仍采用一阶 
Voronoi 顶点和 Voronoi 边的定义方式来定义二阶 Voronoi 顶点和 Voronoi 在图 4- 
42中, Voronoi 边两侧 的数字表示该边为其数字所标记点的垂直平分线，称为边权，比如， 

Voronoi 边是点4与点5的垂直平分线，图中有些边未标数字 & 

|幻=«4 = 2时.组成点对的数目为^^，即二阶乂 0 ^)11 0 〖图至多由个 
Voronoi 多边形组成。如果计算点对 (A,A) 相应的 Voronoi 多边形襦要线性时间，那么计 

f ( Y 1 ) 个 Voronoi 多边形，即计算二阶 Vomnoi 图需要 0(» 3 ) 时间，减少昕要产生的 
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Voronoi 多边形的个数以及计算每个 Voronoi 多边形的时间是降低复杂性阶的途径之 
一。利用反演几何的基本概念可以设计出构造高阶 Vomnoi 图的算法。下面介绍分治法构 
造二阶 Voronoi 图，如囝 4-43 所示 * 



Zo 算法(构造二阶 Voronoi 图的分治算法） 

步1按点的: r 坐标分类5中的点。 

步2分割 S 成若干子集 A (々 = l ,2 •…,，使得 | 么 
步3按定义构造 

步 4 递归合并 V or J & +t ) 与 Vor 2 (5 2l+ ,),/ = 0, 1，“％ | ^~ \ ，直至构造出 
Vor 2 (5), 

为了合并 Vor 2 (、 + ,) 与 — 山首先要判断子点集义中的点有哪些点落入 
Vor 2 ( A ^) 的无界 Voronoi 多边形内（其边不与 Vor 2 (& + ,) 的边相交），例如，图昝43中， 

& =彳1 ,2,3,4} ，其中点3与4落入 Vo r 2 (&) 中点对 (6,7) 相应的 Voronoi 多边形内（简称 
3与4落入(6，？)域中 K 然后，计算新增加的点对及点对相应的 Voroaoi 多边形，并修改 
已有点对相应 Voronoi 多边形的边界*例如图 4-43 中，点3落入 (6,7) 域内，便可能增加 
新点对( 3 , 6 >与( 3 , 7 )。再按定义计算这些新点对相应的 Voronoi 多边形的边界，计算结果 
(34) 相应的 Voronoi 多边形为空，而 (3,7) 相应的 Voronoi 多边形非空，同样计算点4落 
入 （ S ， 7 ) 域内所产生的 U A ), U ,7) 新域的边界 t 对于落入(2,4)域中的点5, （3,4) 域中的 
点 6 与点7同样处理。这样便得到图 4 _ 4 2所示的二阶 Vomnoi 图。采用这种方法进行合 
并，不可能产生的点对首先被排除了，从而节省了计算时间，例如图 4-43 中可产生如下新 
点对： 


(2,4), 


(2,5) 

(3,6) 

(3,7) 

/ 

/ 

/ 

5 , 

(3,4), 6 , 

(3,4), 7 

\ 

\ 

\ 

(4,5) 

(4,6) 

(4,7) 



(3,6) 




(6,7 )， 



(4,6) 



(6,7)» 


(3,7) 


(4,7) 
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删除重复出现的点对之后，只要计算 (2,5)，（4，5),(3,6)， （4,6)， （3, 7 )，（4 ， 7 ) 等 6 组点对 
相应 Vomnoi 多边形的边界。计算结果显示<3,6)域为空 + 合并后的二阶\^<^011以图增加 
了 5个 Voronoi 多边形，另外要修改某些原 Vorcmoi 多边形的边界 a 

为了分析 U 法的时间复杂性，步4的递归合并是关键，只要估计出二阶 Voronoi 
图中无界 Voronoi 多边形的数 H ，便可限界新增点对数目，从而求出合并步的复杂性 & 
周培德于最近设计了构造平面点集二阶 Voronoi 图的另一个算法，下面先介绍相关 
的概念与性质，然后描述算法。 

给定三角形其三条边的垂直平分线交于心从 d 出发垂直平分线的延长线称为 
该垂直平分线的补线.在图 4-44 中，用虚线表示垂直平分线的补线， 



m 1 44垂直平分线的朴线（虚线表示） 图 1-15 与点户关联的三角形 

如果多个三角形均以点 P 为公共顶点，并且这些三角形之间两两均有公共的边，它 
们围成一个圈（见图 445< a )) 或者没有围成圈（见图 4-45< b ))， 则称这些三角形与点/>关 
联。 

定理 4-14 给定任意凸西边形若对角线对角线则=边的两端点 
对(“ ， r ) 不存在 Vor ^( a , c )« 

证明引对角线分割四边形 abed 成两个三角形和分别作该两个三角 
形3条边的垂直平分线，这些垂直平分线的补线围成一个二阶 Voronoi 多边形。由补线的 
权值可以确定该多边形是点对的二阶 Voronoi 多边形，而点对 U ， c ) 不存在 

如果引对角线则也得到同样的结论。 

定理 4-15 任意凸多边形其直径^的两端点对 （ A ， A ) 不存在 

证明将凸多边形 { A ， h , …，划分成若干个凸四边形和三角形，设 P \ p 2 Pl pA 是其 
中一个凸四边形，由定理4-14,该四边形的较长对角线（比如的两端点对不存在 

然后增加相邻的凸四边形或三角形，得到凸六边形或凸五边形，如图 4-46 
所示。图心46中 p , p , p , p , 是新增加的相邻的凸四边形，该凸四边形的四个顶点不存在 
Vor 2 ( p 2 , p ,). 两个四边形组成的凸六边形不存在 Vor 2 (/>,， A )， 其中^是凸六迫形的直 
径。如此不断增加顶点，直至 n 个顶点都被考査过，而且每次增加顶点之后,均不存在直径 
的两端点对所对应的二阶 Voronoi 多边形，因此定理的结论成立 . 

定理 4-16 任意凸六边形至多有3个有界的二阶 Voronoi 多边形， 

证明将凸六边形用较短对角线划分成两个四边形.如图4^47所示。每个四边形只 
，126 * 




ts 4-46 6 个点的二阶 Voronoi 图 


有一个有界的二阶 Voronoi 多边形，此外分割线可能产生一个有界 的二阶 Voronoi 多边 
形，但不会产生两个有界的二阶 Vorcmoi 多边形，因此结论成立。 



图 4-47 定理 4-16 证明的示意图 


由定理4^16或者定理 4-15 可以推得，凸六边形中9条对角线至多有3条对角线，而 
且是最短的3条对角线的两端点对存在有界的二阶 Voronoi 多边形，对于任意凸多边形 
并且其内部包含有 S 中点 * 比如图 4-48 中的凸多边形内包含3个 S 中的点 t 将此凸多边 
形划分成3个凸四边形和3个三角形，每个四边形的较短对角线的两端点对对应一个有 
界的二阶 Voronoi 多边形，相邻四边形之间及相邻的四边形与三角形之间的公共边的两 
端点对可能产生一个有界的二阶 Vomnoi 多边形 & 因此，图 4-48 中至多有3 + 8=11个有 
界的二阶 Voronoi 多边形 * 至少有3 + 2 = 5个有界的二阶 Voronoi 多边形，其中2是三个 
凸四边形之间两条公共边的端点对所对应的有界二阶 Voronoi 多边形的个数，这就减少 
了所 要考虑的点对，即凸六边形中有6条对角线的端点对不存在对应的二阶 Voronoi 多 
边形。 

一般说来，设凸多边形被划分为 A 个凸四边形和/个三角形， A 个凸四边形之间有 
々一 j 条公共边，凸四边形与三角形之间有2/条公共边 a = 除外） ，则有界的二阶 
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in 4-48 凸五边形内含有 3 个 5 中点 


Voronoi 多边形的个数至多为是+ U — 1 ) + 2/ = 2M+/) — 1 ， 无界的二阶 Voronoi 多边形 
的个数大干或者等于凸多边形边的数目，如图 4-49 所示 9 当 S 中点都是凸壳顶点时，无界 
的二阶 Voronoi 多边形的个数与凸多边形边的数目相等.有界的二阶 Voronoi 多边形的 
个数等于最小权三角剖分边（凸多边形的边除外)的数目，如图 4-47 所示_而且边的端点 
对恰好与二阶 Voronoi 多边形的标记吻合。依据上述思想可以设计构造二阶 Vomnoi 图 
的算法 & 

Zm 算法(构造平面点集二阶 Voronoi 圈的算法） 

输人 平面点集5=彳1,2,…，幻及《个点的坐标 
输出 二阶 Voronoi 多边形的集合即二阶 Voronoi 图 
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图 4-49 二阶 Vomnoi 多边形个数达到限界的例子 

步1计算点集 S 的凸壳，设凸壳为 

步2对内点集 S (包含凸壳顶点）进行三角剖分，设三角剖分为 7' 〈不包 含凸壳 
边界） . 

步3如果边 e = “ +1>是凸壳边界，比如图 4-46 中边(3,4)，则计算边^关联 
的三角形（图 4-46 中三角形 345)3 条垂直平分线的补线，以 及与/ 关联的三角形（图446 
中三角形 352) 组成凸多边形（图446中凸四边形 3452) 对角线(图 4-46 中对角线 42) 的垂 
直平分线，它们组成该点对对应的 Vor 山 V + 1)。 

步 4 如果边斤7\则按下述步骤计算边 ^ 所对应的二阶 Voronoi 多边形。 

步 4-1 设以为公共边的两个三角形分别为和 / y 。 

步 4-2 分别计算⑸和 W 三边幻山 wj 和丄夕的垂直平分线，它们分别交于6乂 
步 4-3 计算垂直平分线的补线，补线分别交于 r . J ， 标记补线的边权。 

步 4-4 以和 d 为顶点的四边形 A , 是与边 G ,)) 对应的二阶 Voronoi 多边形 t 
记为 Vor 山 力）， 

步 4-5 修改 

步 4 5 1 从与点 j 关联的三角形中选取有公共边的三角形对，设顶点分别为々#和 

jlv 0 

步 4-5-2 计算叾、石的垂直平分线，设为 /,y\ 

步 4,5-3 检査八 /是 否切割多边形如果切割 A , ，则修改 A ,， 并更换被考査的 
边，改为重复步 4-5-1 至4-5-3,直至多边形不被修改，否则，执行步 
4-5-4 , 

步 4-5-4 对 ik . il 重复步 4-5-1 至4-5,3,只是将 kjjj 分别改为 M ,"，即从与点/关 

联的三角形中选取，执行步 4-5-3 时，如果/，/均没有切割 A 』， 则^为与边 (/ ■，乃 对应的 
二阶 Voronoi 多边形 
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步 5 输出结果 

定理4 17给定平面上《个点的点集算法构造 S 的二阶 Voronoi 图的时间复 
杂性为 O ( nlogn ) & 

证明如果执行 Z 4 _ 9 算法中步 4-5 修改 A , 时，处理与点关联的每个三角形所得 
到的八/均切割 A ,， 那么多边形的边界所含边的数目等于与关联的三角形数目 
之和；否则小于与关联的三角形数目之和 & 众所周知，平面点集 S 的三角剖分至多有 
3»-6条边，这就是说点集 S 至多有知一6个二阶 Vomnoi 多边形.与点集 S 中每个点关 
联的三角形的平均数不超过 

因此，与关联的三角形的平均数之和不超过6 + 6= 12,这表明多边形 A , 的边界所含 
边的平均数不超过12。所以点集 S 的二阶 Vomnoi 图的边的总数至多为 12 X (3«-6) = 
0(«).因此，如果假设计算一条二阶 Voronoi 边耗费1个单位时间，则算法的步3和 
步4需要的时间为 OUh 

另外，算法的步1和步2分别徭要 0( dog «) 时间 。 因此 Zw 算法总共需要的时间是 

OinXogn) Q 

由二阶 Voronoi 图中多边形的标记可以产生出最小权三角剖分。例如图147中，最 
初给出的四边形是1234,如果取对角线13,则得到两个三角形123和134,经 Z ㈠ 算法中 
步4处理后，得到有界多边形 (2,4), 该标记产生四边形1234的最小权三角剖分,即连接 
顶点2与4。这说明算法中步2得到的三角剖分不是最小权三角剖分时.经步3和步4处 
理之后可以得到点集 S 的最小权三角剖分。另外 ，由 二阶 Voronoi 图的定义也可以说明这 
一点中某些点对不存在二阶 Voronoi 多边形，表示该点对的连线不是最小权三角剖分 
的边。总之，平面点集的最小权三角剖分问题可以在多项式时间内求解，因而是 P 类 
问题。 

4. 4.9 几何数据压缩 

几何数据压缩是指对描述场景的模型数据进行压缩.以便于模型数据的存储和传输* 
在分布式虚拟现实、协同应用、多用户视频游戏、模型数据在计算机内部的存储和传输等 
方面有着很重要的 意义。 也就是说，在上述各方面,必须进行数据压缩才能适应现有的网 
络传输技术，特别是在进行实时处理时更需要压缩技术的支持。 

描述三维物体时，通常采用多边形网格来表示模型。而多边形网格表示的模型一般由 
三部分数据组 成:几 何数据，即多边形顶点的位置 坐标; 连接关系 ，即每 个面的顶点及面与 
面之间的连接关系 t 特性，即各顶点的颜色、表面法向和纹理坐标等 & 数据压缩就是针对上 
述三部分数据的压缩(这里仅讨论几何数据和连接关系的数据压缩） & 当前使用最多的是 
三角形网格组成的模型. 

1995 年， Michael Deering 在 SIGGRAPH 上发表了一篇题为 Geometry Compression 
(几何压缩）的论文，受到人们的关注 Michael Deeritig 提出的方法是基于通用三角形网 
格的几何数据压缩，其压缩比为 6/1 至 10/1 4 之后， Stef 扣 Gumhold 于年提出三角 
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形网格连接关系实时压缩算法，其压缩比提高到 8/1 至 12/ K 与此同时 , Gabriel Taubin 
的基于拓扑手术的几何数据压缩算法将压缩比提高到50/1。上述三种算法都是处理单分 
辨率模型的几何数据压缩问题。下面先简要介绍 Gabriel Taubin 箅法，然后叙述周培德提 
出的算法并进行比较。 

三角形网格所占用的存储空间依赖于其表述方法。最简单的方法是每个三角形独立 
地由其3个顶点的9个坐标来表述，这需要36个字节才描述一个三角形，这神方法使每 
个顶点约被描述6次，浪费了存储空间。如果将顶点和三角形分开表示，每个顶点用3个 
坐标确定，而每个三角形用三角形描述表来表示，其中每个表项只包含该三角形的3个顶 
点序号，那么这将节省大量存储空间。另外*引入三角形条带的方法可以进一步减少不必 
要的顶点传输，即两个相邻的三角形共用一条边，这也就是说，从第二个三角形开始，一个 
新顶点的加入和其前一个三角形的一条边即可构成一个新的三角形，这样,每个顶点最多 
必须传送两次。 

Gabriel Tallin 提出了顶点生成树和三角形生成树概念，从构造顶点生成树出发，沿 
顶点树切割得到三角形树，对树的编码即得到连接关系，这就是 Gabriel Taubin 算法的基 
本思想。其步骤如下， 

步1构造顶点生成树在三角形网格中选一点作为顶点树的根节点，包含该节点 
的单连通域的边界是第一层 边界， 依此类推，三角形网格划分成嵌套的环 & 在这些环中， 
内层顶点数大约是相邻外层顶点数的一半，对应于根节点的点，其度数约为将这些环 
转变成蜞旋状连线之后可以构造顶点树和三角形树，这只要在第 i 层边界边中选择一顶 
点和第々+1层边界边中一顶点连接成跨越边，那么各层边界边便连接成一螺旋线，如图 
4-50 所示 a 

步2顶点树编码 
步3顶点坐标的压缩 
步 4 三角形树编码 * 

步 5 计算和压缩行进模式 

该算法对网格中三角形连接关系的压缩是无损的，而对顶点坐标和属性坐标的压缩 
是有损的， 







Gabriel Taubin 算法需要在多边形内部增加一定数量的点，然后进行三角剖分，并将 
这些三角形划分成嵌套的三角形环 & 能否省去增加点的工作，而直接对多边形内部进行三 
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角剖分并建立三角形顶点之间的关系，使多边形每个顶点只存储一次，传输一次？回答是 
肯定的。下面的算法正是基于这一思想设计的 & 

z 4 - 14 算法(几何数据压缩的算法） 

步1确定多边形各顶点的凸、凹性， 

步 2 依次连接凹点，构成一新的多边形 /, l4 / dC /., 如若不然,则修改 L (增加人的 
若干凸点），使 

步3 对二 重复步1 & 设的凹点 （ L , 无凹点、或有1个、2个凹点 
时*类似处理）. 

步4选凹点 Aw 及 h 的另一顶点/ V 使得久 +1 与久之间的顶点数目和 A 与外 +1 之 
间的顶点数目大致相等。 

步5连接 Pw 与 p ; 成一线段，作为顶点树的根结点（含两个编号，即与 A ). 

步6位于^7；左侧（右蜊)并与相邻的 A 的顶点作为根结点的左子结点 
(右子结点），它们组成凸四边形或三角形 4 

步7顶点树中其他顶点按下列规则生成： 

步 7 _1 ，级 J + 1 级结点（且满足父子关系）均包含两个顶点编号时，/ + 2级的子结 
点有3个，分别表示3个三角形，目卩 ; 级、 /+1 级结点中各取一顶点编号（同时左或右)与 
^ + 2级左或右子结点组成一个三角形 t 或者 /+1 级一结点中两顶点编号与 /+ 2级居中结 
点组成一个三角形 

步12 /级结点包含两个顶点的编号，而 〗+ 1 级 、 v + 2 级结点均包含一个顶点编号 
时，位于，级结点中左(右)顶点编号、与 /+1 级居中顶点编号、,+2级左 (右〉 子顶点编号 
组成一个三角形， 

步7 3其他类似规则，不 一一 列举 . 

L 的顶点树产生之后，只需存储该顶点树，并按广度优先顺序传输。 L 的每个顶点只 
需存储一次.传输一次，不霈要重复存储和传输，也不需要增加点，从而减少了存储量和计 
算 Z ，. IU 算法进一步提高了压缩比 t 由于多边形的顶点连接关系菹含于顶点树之中， 
所以对三角形连接关系的压缩是无损的 a 此外， Z 4 _, P 算法又不需要对顶点坐标进行四则运 
算，因此对顶点坐标的压缩也是兀损的，总之，从多项指标来分析，算法优于 Gabriel 
Tauhin 算法。另外 , Z ㈣ 算法也适用于三维情况 & 
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第 5 章交与并 

实际应用中常常碰到交问题，比如，消除隐藏线的问题是构造两个多边形的交，如果 
没有构造多边形交的最优算法，那么就不可能有效地消除隐藏线;苒比如，在模式识别、导 
线和元件布局、线性规划等领域或问题中都会碰到判定几何体是否相交或确定它们的交 
的问题。并问题也常常出现于工程中，比如，确定具有多个多边形(平面图）组合的建筑群 
体所占的平面范围。为了有效地解决这些问题.必须设计出求两个几何对象的交或者并的 
有效算法。 

由于两个几何对象相交，仅当一个 II 何对象至少包含另一个几何对象的一点时才成 
立，所以交算法涉及到包含的测试 . 本章介绍线段交的算法、多边形交的算法、多边形并的 
算法以及多面体交的算法。 

51线段交的算法 

给定平面上 n 条线段 t 确定其中任意两条线段是否 相交； 如果相交，则求出所有的交 
点 . 平面多边形可以看成是平面上线段的集合，判定两个多边形是否相交的问题可以变换 
为两个线段集合中的线段是否相交的问题，而且这种变换在多项式时间内可以完成，因此 
有 

测试多边形相交问题 cc 测试线段相交问题 

即测试多边形相交的问题可以在多项式时间内转换为线段相交问题另外，多边形是否为 
简单多边形的测试问题也可以在多项式时间内变换到测试线段相交问题 . 

先考虑一维情况 & 在 J 抽上给定个区间…，[：1^- |+ 仏]，确定其中 
任意两个区间是否重叠。下述算法求解该问题 . 

判定 II 个区间 是否重叠 的算法 

步1分类《个区间的端点，表示为 

步2 if A ( a <: t 5 ) A … A ) 

then n 个区间不重叠 

else if x 2 r > j £r . M 

then 第 / 个区间与第 / + 1 个区间重叠 

该算法步1芬类需要 OUlog «) 时间，步2耗费线性时间便可检査《—1个不等式 
以 0〜 ] (々=1，2^“，《—1>是否成立，故算法的时间复杂性为0(«10肋、可以证明，确定 
«个区间是否不相交的问题的下界是 G ( w k > g «) a 因此该算法是解决区间重叠问题的最优 

对于二维情况，假设平面上给定《条线段，利用对每两条线段检査是否相交的方法. 
可以确定 n 条线段中哪些线段相交 & 这种时间复杂性为的算法是最简单的，但当" 
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很大时 + 这 种方法将耗费相当多的时间，因此需要寻找新的算法。 

我们先建立平面上线段之间的次序关系， 

给定平面上两条不相交的线 段〜和 如果存在一条直线通过: T 轴上的点: T ,， 且垂 
直于^轴，此直线与〜&交于 y ] 、： y 2 且力 > y 2 , 则称〜与&是可以比较的，记作 
如图 5-1 所示 a 反之称^与^是不可比较的 & 

在图 5-2 中，有等4条线段，其中 Si ， j ; ，〜哭于 a ， X | 是可比 较的。 且有关 
系式： 

； S 2 

S L ^J-,^4 



图 S - l 可比较的两条线段图 5-2 ^与5,^4不可比较 图 5-3 y 轴进行水平扫推 


图5-£中山与是不可比较的 4 这里不可比较的原因是没有与^轴垂直的直 
线与^相交 . 显然，当两线段不可比较时，此两线段不可能相交，即两线段相交的必要条 
件是有某个^使关系式成立，因此当考虑线段相交问题时，只要分折那些可以比 
较的线段而不必考虑不能比较的线段。 

在图 5-2 中*只要作下述改进士与便可以进行比较。 

想象有一条垂直于 z 轴的直线(即^袖,又称扫描线），自左向右扫过所有的线段 （见 
图 5^3), 各线段在 j 轴上的投影不是点就是区间。随着 j 轴由左向右移动，这些投影点和 
投影区间出现后又消失了 & 如果一条水平线段的投影点落在另一条垂直线段的投影区间 
中间，则此两线段相交，如图 5-3 中的5,和非水平与非垂直线段的相交问题，不能这样 
来判定。图 5-3 中的〜心〜心心经过对 x 坐标的排序，次序是(“<5,表示线段&的 
始点，“>〜”表示 s 、 的终 点）： 

< ^ < ^,1 < ^ < J&Jfi » S Z > s 4 > J 3 >，■ < 峡 > 


利用上述改进的方法，图 5-2 中的线段^与^有关系 

因此,用平移的^轴可以对所有有关线段建立全序关系“>，。该次序关系仅以三种 
方式 变化： 

(1) 遇见线段 s 的左端点，将 s 加入该次序关系 & 

<2> 遇见线段 s 的右端点，此时从次序关系中刪去^因为 s 不再与其他线段可比较。 
(3) 达到两条线段 h 与七的交点户.在次序关系中于户处和5,交换位置。 

如果线 段&和 5 £ 相交，当移动的^轴接近线段5,与&交点的: r 坐标时4与^成为 
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可比较的，因而与 ^ 一定在这全序关系中成为相邻的两条线段 D 不必对每条线段检查 
是否与其他所有线段相交，只要检査在全序关系中相邻线段是否相交即可 & 利用分类算法 
可以实现 J 袖的移动，从而建立全序关系 . 

平面扫描方法用了两个基本的数据结构:扫描线状态和事件点进度表。扫描线状态是 
关系 >，的一种描述，即它是线段的一个序列。在平面扫描中关系 >，在 X 坐标的有限集 
内变化，显然，实现扫描线状态的数据结构 r 一定支持下列的操作： 

(1) INSERTG ,： r )， 表示将线段5插入由数据结构 T 保持的全序关系中。 

(2) delete (5， t ), 表示从 r 中删去线段 

(3) ABOVEG , T ), 返回7 1 中 S 上面的一个相邻线段。 

(4) BELOW ( 5 ， T ), 返回7’ 中 j 下面的一个相邻线段 & 

支持上述操作的数据结构： T 选择词典，为了有效地实现这种数据结构，我们采用均 
衡二叉树.这样，实现 INSERT , DELETE 操作的时间与存储在数据结构中的元素个数的 
对数成比例，即执行插入、刪去操作耗费对数时间，而 ABOVE 、 BELOW 操作只需要常数 
时间 a 

事件点进度表包含线段的左、右端点及线段交点的: r 坐标。当扫描线扫描平面时 ，一 
定要保持关系>。，这种关系只是在扫描线遇到左、右端点及交点的工坐标时才发生变更 & 
当预先给定所有线段的左、右端点时，由平面扫描找到一个交点"这就动态地产生一个 
事件，产生一个事件和处理该事件在时间上常常有差距，这就 是说， 算法对刚产生的事件 
(找到的交点）可能不马上处理 (交换 两线段的位置等），而是先处理其他事件，比如插入某 
些线段。为了找到所有的交点，实现事件点进度表的数据结构五将支持下列 操作： 

⑴ MIN (£), 确定£中的最小元素，并删去它， 

(2) INSERT ^ r 』）， 将 I 插入到由£保持的全序中去 & 

C 3) MEMBERG ，£) ，确定: r 是 否是也 的一个成员 a 

数据结构 E 选择优先队列，并且仍采用均衡二叉树实现这种数据结构，因此实现上 
述三种操作耗费对数时间， 

扫描线扫描平面时，在事件点处修改数据结构 T ， T 中凡是变成相邻的线段对便被检 
查是否相交 & 如果査出一个交点，则打印形成该交点的两条线段，而且把交点的 x 坐标插 
入到事件点进度表五中去。下面是 Bentley - Ottmami 提出的判定线段相交的算法 ， 

begin 

1. 按词典式地分类 h 个端点，并把它们放入优先队列 

2 , A^0 


3. while E^0 do 
begin 

4. ^ MIN (£>； 

5. if p 是左端点 then 

begin 

6. 々是端点的线段 ; 

7 . lNSERT(s ， 7 ，）； 


.135 • 



S . 5^ ABOVE (5, T )； 

9. .^^BELOWC^T )； 

10. if 〜和 j 相交 then ( u ); 

1 L if & 和 j 相交 then A ^-( s * s ? ) 

end 

12. else if /> 是右端点 then 
begin 

13. a — 户是端点的 线段； 

ABOVF 上， ，厂）； 

14. ^BELOWO.T )； 

15. if h 和&交于 A 的右边 then A — ( j ] tJ 2 ) ; 

16. DELETE ( j , T ) 
end 

17. e _ se //> 是一个交点 / 
begin 

18 + ( h 5 3 )— 交点是的线段 

/ p 的左边有 h = ABOVEh )/ 

19. ^ ABOVE (5 lt T)t 

20. BEUW(&,7 ’）； 

21. if 和心相交 then A *-( s ^^ s 2 )i 

11. if 和 > 4 相交 then ^ s 4 )； 

23. 在 r 中交换 〜和心 

end 

/ 处理査出的交点 / 

24* while / l ^0 do 
begin 

25. ( j ，？）— j 4; 

26. 和 〆 交点的横 坐标； 

27. if MEMBER ( x , E)=FA LSE then 
begin 

28+ 输出 G ，/>; 

29. INSERTS ,£> 

end 

end 

end 

end 

该算法仅在相邻线段中寻找交点 * 且所有相邻的线段至少被检査一次，所以算法不会 
遗漏交点。算法第1行耗费 OUlogW 时间完成分类6〜11，13〜16和 IS 〜23行是互不 
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相交的程序段，它们分别用时间 OdogW ， 这是因为了上的每个操作在 OUog / O 时间内均 
能完成，而且判定两条线段是否相交只要常数时间.每次执行 while 循环时，只执行上述 
三个程序段中的一段及24〜29行，后者的执行时间为 OUogr *), 若交点数 是夂则 while 
循环要执行（2«+々）次，每次 whh 循环耗费 0( k > g ») 时间 t 因此算法的时间复杂性为 

0((2^+^)^). 由于平面上 n 条线段的交点数可以达到^^^=0(^),所以 

O ( V ), 因而算法的时间复杂性为 OU s bg «)。 

确定平面上 n 条线段所有交点这一问题的时间下界是 DU + «[ ogK )， 因此上述算法 
不是最优的 e 19 SS 年, Chazdle 和 Edefsbriinner 给出了一个时间复杂性为沒 ) 的 
算法,是解决该问题的最优算法。但是后者的空间复杂性为高于前者的空间复 
杂性能否找到时间和空间都达到下界的最优算法呢？这是一个有待解决的问题。 

如果只是需要寻找《条线段中的一个交点而不是所有交点，那么问题就简单了 & 此时 
T 不变而£取为数组，它存储《条线段的个端点。算法描述 如下： 

begin 

按坐标词典式分类 h 个端点，并将它们存入数组 P 0 INT [1 • • 2 n ] ; 

for ； = 1 to 2n do 
begin 

户 —P0INT[/] ; 
s ^ p 为端点的线段； 
if p 是左端点 then 
begin 

INSERTC ^ T )； 

ABOVE(m 

5^BELOWC5,7 >； 

if & 和 s 相交 then 输出(〜，山 

if & 和 ^ 相交 then 输出(心 . s ) 
end 

eJse //>是5的右端点 / 

begtn 

ABOVEG ， r) ; 

5 2 —BELOWG ， r); 

if h 和 & 相交 then 输出 （ u 山 
DELETE(^T) 

end 

end 

end 

该算法求得最左边的一个交点这是因为扫描线从左边接近“时，交于^的两条线 
段成为相邻的。算法中 foi ■循环执行 OU ) 次，每次耗费 OUogW 时间进行相交测试，因此 
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算法的时间复杂性为 OGIogW ， 即用 0(« log «> 时间可以确定平面中 《 条线段的任何两条 
是否相交，而且这是最优的. 

由于判定两个多边形是否相交以及判定多边形是否是简单多边形等问题 + 可以多项 
式变换到判定平面线段相交问题，而判定平面线段相交问题在时间 OUlogW 内可以求 
解*所以判定两个多边形是否相交和判定多边形是否为简单多边形问题可以在时间 
O(rtlogn) 内求解。 

上述两个算法中，只是告诉判定哪两条线段相交，而没有说明如何判定两条线段相 
交，下面将通过引入两个函数 Same 与 Intersect 计算这个问题 & 

设给定平面上两条线 段〜与 &的两个端 点为户 ，和如果 p' 、 p z 分别在&的两 
侧，同时 ^ 的两个端点分别在 ^ 的两侧，则 ^ 与 & 相交。否则不相交。 

用下述形式表示点和直 线段： 
type point : = record ar^y *integer 
type line : =record : point 

根据上面的想法，要引入两个函数 ，一 个是判断线段 s, 的两个端点是否在&的同一 
侧，即 same is : line ; ^ ： point) ； boolean, 此函数当/>_、户 2 位于5的同一侧时 * 返回值 

“tme”， 否则返回值 “false”； 另一个是判断线段 h 与〜是 否相交，即 intersect ( 5] line) ; 
bookan， 当线段&和&相交时，返回值 “true”， 否则返回值 “false”。 引人这两个函数之后, 

就不必求^与&的交点*也能判断^与&是否相交 。 
function same(j ♦ line point ) : boolean 

Var dx^dy^djT] ， dz 2 t dy] , dy 2 : real 

begin 

pz* x — j. p、* x 
dy*-s. p t .y —— s-p'- y 

dj^! —P”JC — S. p]* X 

dy\^~p^ ys* p 卜 y 

oc —— s* p2. x 
y—s* p2*y 

same—(dr * d % — dy * dx t ) * (dx * d ^—* dx 2 )>0 

6Dd 

直线 S 的方程表示为 

厶 (: r ，： y) — djr * (y — s. p t . y) — dy * (x — s t p it x) = 0» i = 1,2. 

凡在 s 上的点便使 ACr, ： y> = 0，M j 两侧的点必有 A(jr, ： y>^0( — 侧使 ACr, ： y)>0,3 — 
侧使 MztjyXO) 。 所以如果户 ■ 、户 2 在 s 的同一侧，必然使 A (户卜 和 
同时为正或负，即 A 与化在 *5 的同惻的充分必要条件是 • Mf> 2 .x,p,.y) 
>0 。同理， A 与 h 在 S 的异 侧的充 分必要条件是 A(p l .:r,/> l . ： y) _ A{p 2t j ： ,p^y)<0^ 

function intersect(^i fS z : line) {boolean 
begin 

intersect^-not same (s\ ^s 2 * p } p t ) 
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and not same (巧 ，s 卜 p x * 5 ^ p z ) 


end 


如果两条线段的两个端点都在对方线段的两侧，则此两线段相交。 

具体计算两条线段的交点时，先将线段表示为参数方程，然后求解参数方程。 
设线段&的两个端点为和点所表示的向量 

是原点至点“的向量，线段〜用向量式表示力芥=了 一了^的方 
向即线段方向，如图 5-4 所示 & 线段 S| 上的任意点表示为向量和 


s x it^) = a S[ 是 参数。 当 6 = 0 0 寸， (^, } = a ，即 a 点 





时，心 U,>= 办 ，BP 办点; 又表示线段〜上的所有点。类 


图 54 线段的向 
量表示 


似地 * 另一条线段&(端点为…）， )) 可表示为 s 2 ( q ) = f +Q s z fS Z = d 

力了计算 h 与&的交点，只要求解方程了芄=了十~了，解得 

^1= — q) + r 0 (^3 — d x ) + d^c } — a x )~]/D 

^2 = — L^(^] 一 ) + b^{a ] — c t ) + c^ibi — ti| )]/D 
D= ci {> C^ l — £ ■) + 〜 (<: 』 —d、) + < 4 ( 办 ] —“■>+<:〆“】— 6 ]) 

5.2 多边形的交 


本节介绍凸多边形的交、星形多边形交与一般简单多边形交的算法 5 

5^ 2.1 凸多边形交的算法 

平面上给定两个凸多边形 { p '， p ” …，鈐代}与 Q = { q 、 …， q w 》，其顶点按逆时针 

方向排列，确定它们的交，记为尸 flQ。 PHQ ^ iqlq ^ PAqeQ }, 
显然，两个凸多边形的交是一个凸多边形.如果分别有, 
个顶点，那么尸 flQ 至多有 n+m 个顶点 * 如图5,5所示 u 由图 5-5 
可以看出，尸门 Q 的边界由 P 边和 Q 边的交错序列组成 tj p 边与 Q 
边的交点恰好是 Pf ] Q 的边界序列中 P 边与 Q 边的交错之处 a 
下面介绍几种求 PDQ 的算法。 

对 Q 的每条边检査 P 的所有边*判断它们是否相交，如果相 
交，则记录交点，然后输出尸， Q 边在交点处轮流出现的表，即 POQ 的边界 a 该箅法描述 
如下。 

确定 PHQ 的穷举算法 

输人尸的边 a <”.，.，&及顶点序列 pop ” …， p ，， Q 的边〆、，..、父及顶点序列 



m 5 - 5 两个凸多边 
形的交 


屮，？2,…，〜合 

输出 PflQ 的边 /及顶 点序列 n ，ry 


*， r ! 


for 


1 to n do 
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for j= 1 to m do 


begin 

if a 与 /相交 

then 求交点并记录交点 


end 

write 尸 OQ 的边序列及顶点序列 


iH 吾句耗费常数时间，双重循环的时间复杂性为 OOrm)， 即该算法的时间复杂性。 


构造 Pf ] Q 的另一种算法是，将顶点按 | 坐标 
分类，并通过各顶点作垂直于1轴的直线，如图 5-6 中虚 
线所示。在相邻两条虚线之间（即〜个长条域内 
各形成一个梯形（某些相邻虚线之间只有一个梯形或三 
角形），在常数时间内可以计算这两个梯形的交（图 5-6 
中阴影部分八一般情况下，有 n + m — 1个长条域，处理 
每个长条域用常数时间，如果不计分类时间，则算法的 
时间复杂性为 0(〃 十 m) fl 若考虑分类时间，那么算法的 
时间复杂性为 OUu+^OlogO+m)). 



图两个悌形的交组成 
P 0 公的一部分 


梯形交组成的算法 


预处理将尸、 Q 顶点按: r 坐标分类。 

步1过 pi 、< h 作垂直于I轴的直线(〖=1，〃，）=1，切），形成数目不超过《+饥一1个 


长条域0 


步2对每个长条域，计算两个梯形的各顶点（有的长条域内只有一个梯形或一个三 
角形）及两个梯形的交,交记为 
步3计算尸 

第3种构造 Pf]Q 的算法是，逐步沿 P 边和 Q 边行进，找出交点，然后确定 PC \ Q . 

沿^边和 C 边行进寻找 P 0 Q 的算法 


begin 

/ — Id — 1,务 — 1 


repeat 

begin 

if 与相交 then 记录交点 

增加 / 或增加 j (沿 P 边或 Q 边行进） 

走—走+ 1 


end 

until k = 2{n+>n) 

if 没有交点 then 

begin 

if P 足 Q then P^Q 
else if q,^P then Q^P 
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end 


else PC\Q — 0 


end 

沿 P 边或 Q 边行进的方法 如下: 开始时，选任一条边，比如选 Q 边行进。然后，当 Q 
的现时边^7；上已找到一个交点时，将改沿 P 边上行进； 

或当 P 的现时边^；上已找到一个交点时，将改沿 Q 边 
上行进;或者 P 的现时边上的所有交点已被找到，而 Q 的 
现时边仍有交点未找到，则在尸边上行进。如图 5-7 所示 • 

图中^^上两个交点已找到，而^^上仍有交点未 
找到.则在 P 边上行进，印^扣语句循环 2(«+ w ) 次，每次 
循环耗费常数时间，因此 repeat 循环耗费 Ob + m ) 时间，其他语句的复杂性不超过线性 
时间，因此 If 法的时间复杂性为 + 

下面介绍另外两个算法， 它们均 由周培德提出。 

■算法(计算多边形？== ，/U 与多边形2= 4 ，？〆 “，以的交） 

步1求点久，/^…，么的^坐标的最小(大)值，设八 ( AJ 的^坐标值最小(大 K 
求点1，仏，…，&的1坐标的最小 〈大) 值，设 1( 办)的 X 坐标值最小(大）。 

步2 if p ^ q . Mq ^ p , then PC \ Q =0 

else if q .< p ,< q ,( p , 在 Q 内） 

then goto 步 3 

步 3 从出发，轮流检查与 P 為 关联的边及其后继边（分上、下两支）的端点 
对是否在对方边的两侧 

if 端点对在对方边的两侧 
then 求该两条边的交点 
else 对后继边同样处理，直到九、化被处理 
步4从 A 出发沿 P 边行进，碰到交点改沿另一多边形边行进，直至回到其路径 

执行步3的具体方法如 下:从 &出发，判定 

q t 、 qi -' ，…是否在 fTlX 的右侧，如图 5-8 所示。 
在图 5-8 中，与&」 在^ ^两侧。然后判定 
■，…是否在^7^的左侧，如图 S -8 所 
示。 在图 5- S 中,/ V ]与 A 在二两侧,因此 

A - iA 与相交，求出交点，这是第1个交 
点 & 再用沿 P 边和 Q 边行进的方法寻找所有其 
他交点，或者用判定一个多边形边的两个端点是否在另一多边形边的两侧的方法求出所 
有交点。 

Z ,, 算法中的步1只需要线性时间，步2亦为线性时间。一条边上至多有两个交点，故 
需要检査常数次，由于这个原因，步3至多要检査 C (« + m ) 对边是否相交，其中 C 为常 










图 5-7 沿尸边或 Q 边行进 
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数 . 检查两条边是否相交耗费常数时间 • 因此步3耗费时间为0(« +切> 6 步4的时间不超 

过，由于多边形边的顺序已经给定，该算法不霈要将顶点分类，所以算法的时间 
复杂性为 Oh + r«) a 

另外，利用平面扫描方法也可以计算只要注意到多边形的边和顶点序列己经 
给定.而且每个顶点既是一条边的左端点，同时又是另一条边的右端点，就不难利用平面 
扫描方法求 Pf ] Q 0 

利用 5. I节中平面扫描判断线段集中哪些线段相交的方法求 Pf ) Q 时，作如下修改: 
由千扫描到一条线段右端点时必是另一条线段的左端点，因此只需在插入边时进行判断， 
而在删去边时不必进行判断.另外，任何时刻的扫描线至多碰到4条线段，所以问题比较 
容易求解。这样，求出所有交点后，再用 Z &1 算法中的步4方法找 PflQ 的边界 & 

算法(平面扫描方法计算 Pf \ Q ) 

步1按: r 坐标分类 m 个点， P 顶点放入 £” Q 顶点放入 
步2 while E ^0 AE 2 ^0 da 

begin 户― MIN(& U^)/ 剩余事件点集中 x 坐标最小值对应的点作为户/ 
if P 是左端点 then - 
begin 5—p 是左端点的线段； 

INSERT(5,7 t >； 

ABOVE<m 

j^-^BELOW (stl )； 

if h 与 s 相交 
then 求交点，并记录交点； 
if h 与 s 相交 
then 求交点，并记录 交点； 

end 

if f 是右端点 then 
begin 

s — p 是右端点的 线段； 

DELETEG,T)， 但皙保留 a 点（刪去；的左 端点） 

end 

end 

步3从点 Max 出发，用 Z 5 _, 算法中步4的方法求 Pf ] Q 的边 

及顶点序列并输出 t 

图 5 _ 9 示出 Z 5 . 5 算法的执行过程:扫描线首先碰到点 * ，它是两条线段^与&的左端 

点，将此两条线段加人 T ; 5 , 在&上方，不 相交； 右移扫描线到仍，刪去保留点插 

入扫描线右移碰到 A ，插入^，^在^上方，^与^相交，求出交点并记录 

交点； 扫描线右移到户 2 ,删去保留点九;插人与^成为新的相邻关系_经 
判断，它们相交，求出交点并记录交点 . 依此类推 & 

利用 Zw 算法计算/ > f ! Q 时，每条边只插入一次，但一条边可能与另一多边形的两条 
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边相交交点数可以达到《+扣个，所以 z w 算法的时间复杂性为如果考虑分 
类时间，则时间复杂性为 0( U + M ) log («+ m >>。 




图 5-10 两个星形多边形的交 


5* 2.2 星形多边形交的算法 

图 5-10 中所示的是两个星形多边形/>与0,它们的交不是一个凸多边形，而是由9 
个凸多边形组成的并集。 Z 5 _: 算法可用来计箅星形多边形的交， 

对图 5-10 所示的星形多边形应用 Zw 算法时 ，一 般都是插入两条边，要判断新插入的 
两条边(称为边组），与数据 结构了 中(未被删去的边和边组与新插入的边组构成相邻关 
系）的边或边组是否相交，如果相交 + 则求出交点。待扫描结束时，全部交点已求出并构成 
交点集。再从任一交点出发，沿多边形边(按逆时针方向）行进，交替找出关联的边与交点， 
直至回到起始交点，便得到一个交（凸多边形）。继续上述工作，直到交点集为空 
算法(星形多边形交的算法） 
begin 

步1按坐标词典式地分类 a + m 个端点，并将它们放入五中 a 

步 2 while do 

begin 

户 — MIN (£)/ 说明与 Z 5 . 2 类似/ 

if P 是左端点 / W ， V 分别为右端点广 : y then 

begin 

S - P 是左端点且 9 为右端点的线段； 

是左端点且/为右端点的线段； 

INSERTG , D * 

INSERT (m 

心 — ABOVe ( hT );/ ABOVE ( b ： T ) 为 s 上方另一多边形正扫描的边或边 

组/ 

BELOWG,r) t /BELOW(5,T) 为 s 下方另一多边形正扫描的边或边 

组/ 

if h 与 5 相关 then 求交点，并记录交点； 
if &与 s 相关 then 求交点，并记录交点^ 
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j ； — ABOVE (^, T ) ; / ABOVE (// r ) 为/上 方另一多边形正扫描的边或 

边组/ 

4— BELOW(y m / BEL () W (人7》为/下方另一多边形正扫描的边或 

边组/ 

if /与/相交 then 求交点，并记录交点； 

if d 与 V 相文 then 求交点，并记录交点； 

交点按坐标词典序插入£ 

end 

else if p 是右端点 then 
begin 

户是右端点的线段； 

DELETE ( j ， T ) 

end 

else if 户是交点 then 
begin 

DELETE (位于户左侧的两条线段， 7'); 

将户右侧两条线段在: T 中交换位置*寻找新的相邻关系及交点， 
并记录交点.交点按词典序插入£ 

end 


end 

步 3 从任一交点出发，按逆时针方向沿多边形边（该边前进方向上另一端点在另一 
多边形内部或该边前进方向上有偶数个交点）交替行进，直至回到起始交点，便得到一个 
交。 重复该过程，直至交点集为空。 

end 

算法中> 左侧的两条线段”是指以 > 为右端点的两条线段，右侧两条线段”意 
指以 P 为左端点的两条线段， 

如果都有 n 个顶点，而且 P 的每条边和 Q 的每一条边相交，那么有^个 
顶点 a 假设求一个交点（即交的顶点)需要1个单位时间，则求耗费 O ( V ) 时间 4 由 
此，求解多边形隐藏线问题，在最坏情况下也一定需要0(« 2 )时间。 

如果仅需要知道 P 与 Q 是否相交，那么只儒要时间 CK « lo g nh 

5-2.3 任意简单多边形交的算法 

两个任意简单多边形交，如图 5-11 所示，比两个凸多边形交或两个星形多边形交都 
要复杂些，仍设多边形的顶点序列按逆时针方向排列， 
qJ . 对算法稍作修改便可用来计算两个任意简单多边形的交6 

计算星形多边形交的 Z s ， 3 算法中，当扫描到事件点 A 时，如果 f 为两条边5, 与&的 
左端点，则插入该两条边到 7’ 中; 如果 a 是两条边 Sl 、 J 2 的右端点，那么从 7’ 中刪去两条 
边^与〜。 A 也可能是一条边的左(右)端点。对于任意简单多边形，每次扫描到新 f 件点 
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A 时, A 也可能是一条边的左端点，或者是两条边的左端点；另外，扫描到事件 点九时 


可能也是一条边或两条边的右端点1因此在算法中 
可以增加"与点 p ,、 p } 关联的 是一条边还是两条边（即以 
p 、 p f 为左、右端点的线段是一条还是两条)”的判断，这 
只要比较 A - i..J ■，/ V J ■与九 f I . _■ « 当 pr - L . pi . 々■■ + i - 时， 
以点 A 为左端点的边只有一条边，而当 A .,< A-,.,A 

时，以点 A 为左端点的边有两条边 t 类似判 
断户，是一条边还是两条边的右端点。算法描述如下。 

Zq 算法(计算两个任意多边形交的算法）： 

begin 



步1按 x j 坐标词典式地分类《+彷个顶点，并把它们放入 


步2 while Et ^0 do 


begin 

A—MIN(£)/ 说明与匕々类似 / 

if : 八户 r:「<A+i 』八 A [ V>A + |.，A A 是左端点 then 

begin 

INSERT (^T)j 


INSERTGVn ; 

ABOVE ( m ;/ 与2^算法中说明相同 / 
BELOW ( sT ) i / 与 Z 5 _ 3 算法中说明相同 / 
if j _ 与5相交 then 求交点，并记录交点； 
if &与 s 相交 then 求交点，并记录交点； 

/广 ABOVE(y，r ),/ 与算法中说明相同/ 

4— BELOWVJ )" 与厶 3 算法中说明相同/ 

if /与 /相交 then 求交点 ，并记录 交点； 

汉 s [与/相交 then 求交点，并记录交点； 

交点按词典序插入五 

end 

else if A + k < AAA 是左端点 then 
begin 

lNSERT(m 

A — ABOVEGJ );/ 与 Zp 算法中说明相同 / 
巧― BF 丄 () WG ， T );/ 与 Zy 算法中说明相同 / 
if A 与 s 相交 then 求交点并记录交点 t 
if 巧与 a 相交 then 求交点并记录交点； 
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交点按词典序插入 £ 

end 

else if p t 是右端点 A 户 t — l A p t ~\.,< p ,^ !\ p ^ i . y > p t - i. y then 

begin 

DELETE(s/D； 


DELETED ,T) 

end 

else if A 是交点 then 
begin 

DELETE (以 a 为右端点的两条线段，: O; 

将 A 为左端点的两条线段在了中交换位置，寻找新的相邻关系 
及交点，并记眾交点。交点按词典序插入 

end 


end 

步3从任一交点出发，按逆时针方向沿多边形边(该边前进方向上另一端点在另一 
多边形内部或该边前进方向上有偶数个交点）交替行进，直至回到起始交点，便得到一个 
交 & 重复该过程，直至交点集为空 . 


end 

假设两个简单多边形 P 、 Q 的顶点数均为《，尸与 Q 边的交点数可以达到个，所以 


I £|=^ + 2» fi 算法 Zw 中步1耗费 OQlogn ) 时间，步2 while 语 
句最多执行《 2 + 2«次，每次执行 while 语句需要 OUogW 时间， 
所以步2需要时间，步3的时间耗费不超过因 
此2^算法的时间复杂性为 0(^ log «). 

稍微修改 Zu 算法中的 4 步3,便可以用于消去隐藏线.具体方 
法如下:在已求得的交域边 4 界上，从任一交点出发，按逆时针方向 
沿 P . Q 边交替行进,若沿 P 边行进，则将 P 边改为点线，沿 Q 边 
行进， Q 边仍为实线,交点是 P 边与 Q 边交替处,直至回到起始 
交点。重复该过程，直至交点集为空 D 这样得到的图形是多边形 Q 
遮蔽多边形尸的图形，如图 5-12 所示上述过程称为算法 4,. 



图 5-12 多边形 Q 遮 

蔽多边形 P 


5.3 半平面的交及其应用 


本节介绍求半平面交的算法，两个变量的线性规划问题及算法. 

5.3.1 半平面的交 

平面上给定 n 个半平面，它们由下述不等式确定 

4- 6 ‘y + c t ^ 0 , / = 1，2，…《 
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目的是要求出这〃个半平面的 交。 显然，所要求的交是一个凸多边形区域上述的〃个不 
等式称为约束条件，满足《个不等式的解（即点）称为可实现解，并 
且它们的轨迹称为可实现区域（凸多边形区域），图 5-13 中的阴影 
部分是可实现区域，虚线表示多余的约束， 

假设已求得前/个半平面的交，它是一个至多/条边的凸多 
边形区域 A 。 A 与第 f + 1 个半平面的交是用线 +h y + 

CVH =0切割 A , 并且保留右边部分或左边部分得到的，这个工作 
需要时间 & /从2增至/^时便可求得可实现域，其时间复杂性 

n 

为= o ( n 2 )。 

2 

利用分治法也可以求解这个问题。设平面上给定《个半平面 H ,，/= T ^， 要求构造它 
们的交 

a n h 2 n … n 仏 

借助结合律，可以写成 

n … n n n … n 片，） 

两个括号分別表示 f 个半平面的交，它扪至多是 f 条边的凸多边形区域 4 与两个走 
条边的凸多边形区域能交0(纟）次*所以合井4与 w 成一个凸多边形区域需要时间 

O ( rt ) * 

求《个半平面认交的分治奠法 

输人由有向线段 r 确定的《个半平面 
输出凸多边形区域 

步1将个半平面兄分成两个大小近似相等的集合 & 

步2递归地构造凸多边形区域>1与，. 

步3合并4与 W 成 

令 TG ) 表示用分治算法构造 〃个半 平面的交所需要的时间，则有 

T(n) - 2Tij\^0(n) 

解得 



囝 5-13 线性约束下 
的可实现区域 


T{n ) = 0(«[ ogn ) 

因此，用 OGIoga) 时间可以构造 n 个半平面的交，而且这是最优的 

5* 3,2两个变置的线性规划 

二维线性规划问题： 

目标函数 / Cr ，： v )= a + V — 最小(或最大） （5-1) 

约束条件 a P x +^+ r ,^0, i = 1，2 ,…， u 

1>0，夕>0 (5-2) 

线性规划问题是在取正值或0值的两个变量(: r ,>0 的 n 个联立线性不等式的约束条 
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件下，求式 (5-1) 的最小(或最大)值，线性规划问题的可实现区域是满足式 (5-2) 中约束的 
点 Ua) 的集合，而且是《个半平面的交 & 可实现区域显然是一个凸多边形区域，该凸多 
边形的顶点使目标函数减至最小或增至最大， 

求解线性规划问题已有许多方法.这里提出的算法是依据分治思想设计的非数值算 
法.即首先将约束条件根据其斜率及在: r 和 y 轴上的截距进行分类，然后刪去每一类中 
的多余约束条件，并求少量剩余约束条件对应的线链，最后求3条线链的交点，便可求得 
最优值。这种方法的优点在干不需要检验每个约束条件（多余的约束条件较早就被删 去）; 
求直线交点的次数达到最少，一般对各类线簇只需求少 数几个 交点； 一般情况下，不必构 
造可实现区域多边形的所有 边界； 函数值的求值次数也达到最少 & 

Z s _ s 算法(二线线性规划问题的非数值算法） 

输人目标函数 

约束条件 + ;’ = 1，2广.，《; 

输出使 /( h：y> 最小(最大)的 I，：y 的值及的值 
步1作线性 变换 ： Y = ax^-hy,X=x{a,b 不同时为0,设 括 0) 

经上述变换后，原问题及约朿条件为 

使 y 最小； 

约束条件: hl，2 .…, rn 

步 2 改写约束 条件： 

& 一录 x —吴(设 a #) 或 分别令 X = CH =0, 求 

约束条件在 y 轴和X轴上的截距 dr=-c,/^, ，必 =- Ci h, 

步3 while 言 do 依据斜率4 = — I 的正负号及 y 轴上截距/ = 

一 | 的值把约束条件分类 

步 ： m if 6>0,(，=17^7)6对应的>"轴上截距心>0，（，=17^；) 

then 按递增序排列 

按递增序排列 e, x e \ ，“，…， 
goto 步 3-2 
else goto 步34 

步 3-2 if then /叫=、，刪去久 ，/y ■(见引理 5-1) 

goto 步 3-6 

else if 〜，〆. ,4,) 未构成反序 

then 删去斜率为丄二^^的直线， 
if dl then 删去截距为/，…， 4 -■的直线。 

步 3-3 while ^ 
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步 3-4 for ! — 1 to j do 求々与（未删去的交点 
步 3-5 求 />]( X )，〜( X ) ,…，最小值，设力/>/(；0。户/是与的交点. 

刪去 〆 与之间的元素重复步3-乜步3-5,直至/ =叫。直线链 

L[=l / 广、 

OT l 

步 3-6 if ^<0(/ = TT ^；> A 对应的 Y 轴上截距 ^>0, C /- r ^) 

then 按递增序排列/ . H …，々 

按递增序排列 
goto 步 3-7 
else goto 步4 

步 3-7 if e 、 = e 、then ，删去 C ” …， Av. 1c 

goto 步 4 

else if e ^= e \ A (^i ， 〆 ） 与 ，/ ) 〆 **，( 〆 _ 〆 ; ）与( 〆 ，dl ) 未构成反序 

then 删去斜率为 y 的直线 4 
if d Y f then 删去截距为直线. 

臂2 

步 3-8 用类似于步 3-3 至步 3-5 的方法处理斜率序列中.‘。，得到直线 

和 

链/… 

步4 if &> o (，= r :)/\ 对应的 x 轴上截距 w > o t (/= r ^) 

then 按递增序排列…, 

按递增序排列&: / ，/ ，…， 
goto 步 4-1 
else goto 步 5 

步 4-1 if e ^= e \ then /a = A ，删去 / 2 ，…， /’ 。 

goto 步 5 

else if e ^= e f A { d ^ , d x ) 与(沁，父），…， ( df ， d x , )与 ( 〆 -〗• 〆 ） 构成反序 

•* j * f I 

then 删去斜率为 /, e ;， … 〆 -■的直线。 

if d Y then 删去截距为 d +1 ，…的直线 t 

r m ^ 

步 4-2 用类似 T 于步 3-3 至步 3-5 的方法处理斜率序列中： t ，/+,，•++ ，^，得到直线 

链人“ 

步5求/<，/<,厶的交点，设为从 Y 轴上截距最大的 / w (比如开始，沿 G 
至与厂 相交的交点 ( h 与 h 的交点)々,，在怂处沿夂至与 心相交 的交点 h ， 在 h 沿/〜 
L , 4山，々 2 山组成直线链人。 

步6 求/,中 y 坐标最小的交点，设为 

步7类似于步3至步6的方法求出满足约束条件 Y ^ e t X + d t 的直线链/八求 t 中 

K 坐标最大的交点，设为(乂， K ). 

步8 if r u <K then 即所求最小、最大值. 

else 无解 
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步 9 用逆线性变换 x = X ，： y=(y — 由（乂。，7山（/，/)求出巧坐标平面 


上最小、最大值点 a 

下面分析; Zw 算法的时间复杂性。 

引理 5-1 给定： ro 平面上4个半平面：^^^ + ^其边羿线为/.4的斜率4>0+， 
,=1,2,3,夂另设〜,七， 〜与 a 呈递增序，其对应的截距 O 抽上）按递增序排列为乂 i 

则/ 2 与匕山与6相交于第丨象限，且乙与 I 在第 I 象限不相交。 


证明 观察图 5-14, 并由简单几何知识即可证明。 



图 5-14 4>0及 jy 轴上截距 

大于0时直线间的关系 


比较引理 5-1 中的两个 序列： 

<2 k ， a 2 ， a 3 (5-3) 

b i ^b x (5-4) 

以截距最大的卜为基准，在式 （5-3) 中找出相应的〜，与心 
右邻的元素是 而七相应的乂 却位于卜的左侧^卩（心， 
与 (& A ) 构成反序，其对应的直线6与 h 必相交，设交点 
为々，再观察式 ( 5 - 3 ) 中的右邻是〜，而山相应的仏却 
位于卜 的左侧，(^^)与心）又构成反序》故其对应的直 
线 A 与 A 相交 + 设交点为这样， A 组成线链 
L ^ L , 是图 5-14 中阴影区域的边界线 • 另外，与(&， 


心)没有构成反序，故 A 与6不可能在第 I 象限相交*因此 A 是多余的约束条件，应删去。 

弓 I 理 5-2 给定: r ，： y 平面上3个半平面其边界线为/,，/;的斜率均< 
Ow = l ，2,3, 另设山呈递增序，其对应的截距卜 轴上) 按递增序排列为则 
h 与 h 相交于第 I 象限，而々与 A 在第1象限不相交。 

证明 观察图 5-15 所示，并由简单几何知识即可证明。图 5-15 中 A 是多余的约束条 
件，故应删去。 



图 5-15 仏<0及 y 轴上截距 
大于0时直线间的关系 



图 5-16 a >0 及 r 轴上截距 
大于0时直线间的关系 


引理 5-3 给定平面上3个半平面其边界线为 A A 的斜率 A 均>0,/ = 
K 2,3 0 另设七呈递增序,其对应的截距 Cr 轴上)按递增序排列为则/ 2 与 
A 相交于第 I 象限，而/ 3 与/，在第 I 象限不 相交， 

证明 观察图 L 16 所示，并由简单几何知识即可证明，构成反序, 
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故删去多 余的约 束条件 /w 6，/^ 3 构成线链二。 

推论 5-1 条件与引理 5-] 相同 ，〜 yQ ，2 t * ^4 呈递增序，其对应的截距 ( J 轴上)按递 
增序排列为&七，乂，\ ; ^>4 = 1,2.3.并且~^式1则/ + 与[山山 在第 I 象限均不相 
交。 此时人 ■=/<, 删去与 /w 

推论 5-2 条件与引理 5-2 相同, 〜呈递 增序.其对应的截距 G 轴上)按递增序 
排列为 fc ， 匕七山 ; =1，2,并且，#夂则6与在第 I 象限均不相交 & 此时删去 
4与 A 。 

推论 5 _ 3 条件与引理 5-3 相同❸，化呈递增序,其对应的截距 U 轴上)按递增序 
排列为匕上七山_/=1,2并且#允则/ 3 与 W 2 在第 i 象限均不相交/此时 L 3 = M 删去 
/i 与 ' 

定理 5 _1 设二维线性规划问题中《个约束条件心 +h + q >( M / = T ^)( 另外, 
^会0，：^会 0) 所对应的直线在❾平面的第 I 象限呈均匀分布，那么 Z s _ 5 算法正确地求得了 
二维线性规划问题的最大、最小值，并且 Z 5 _ s 算法在最坏情况下的时间复杂性为 o (« 2 ) 次 
比较与 O ( V ) 次四则运算，但可以达到 O <« log «) a 如果不计分类复杂性，则可以达到 

O ( logn )^ 


证明线性规划问题的可实现区域是满足《个约束条件的解(即平面点）的集合，而 
且它是”个半平面的交，可实现区域是一个凸多边形区域，设为 G 的边数小于或等于 
〜当 G 的边数等于；1 时，〃 个约束条件所代表的半平面的边界(直线)都是 G 的边，这是 
4 i 5 算法的最坏情况。最坏情况发生时没有一个约束条件是多 余的； 否则便有多余的约束 
条件由算法中的步12,步 L 5 ♦步3-7,步3-8,步4-1，步 4-2 等删去，从而节#了大量 
的计算时间 . 上述步骤之所以能刪去多余的约束条件_主要是由于步2与步3中 while 语 
句所撖的准备工作，该工作将 n 个约束条件所表示的直线分成 6( 或 4) 类: 汉 )X 
— c t / H , Y >0 时，有3类，即分别始于步3-1、步3-6、步4所处理的情况 (对应 于引理 5-1 、 
引理 5 ~ 2 、引理所讨论的情况 + 忒， r >0 时，也有3类，即步7所处理的情 
况.厶 5 算法中步 3-1 至步 3-5 处理了第一类约束条件(即&>0并且 W >0 w = T ^), 其 
方法是，首先将 dr . e , 按递增序排列，依据引理 5-1 及推论 5-1 ,步 3-2 与步， 3-5 删去多余 
的约束条件，并准确判断哪两条直线相交，如果相交，求出交点 > 然后求出第^一类约束条件 
中所有相交的直线，得到直线链/… Z 5 . 5 算法中步 3-6 至步 3- S 处理第二类约束条件，得到 
直线链步4处理第三类约束条件，得到直线链 L 3 fl 步5求出 L \， L ” L 、 的交点，得到 G 
的下半部边界在构造 r 的过程中，可以增加比较链1中直线交点的 y 坐标值 a 设这些 
交点为〜，“”…， ww ， 由于 G 是凸多边形，所以只要发现心0")<«,> | 00 + 则停止构造(7 
的下半部边界 … ( Y ) 经步9 的逆线性变换后便得到最小值点 〜的 坐标，点 〜的 y 
坐标值 w ,( y ) 即所求的最小函 数值， 该算法的步1所作的线性变换的作用是转化问题的 
形式使函数求值的工作变得简单些。总之， Zw 算法采用分治思想，把约束条件分成 6< 或 
4 )个类，既考虑了每个约朿条件，又删去了每个类中多余的约束条件 t 然后逐步构造 G 的 
下半部边界 L 因此正确地求得问题的解。 . 

算法的步 1，2 和步 9 需要线性次四则运算。 Z 5 , 5 算法用次比较可以完成步 3-1， 
步 3- e ， 步4及步 7 中的分类工作，步 3-1 ,步 IS 与步4中的排序分別耗贽 CKwlogwK 
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0 { m 2 \ o ^ m t ) -j 次比较可以删去多余的 U m ^\» 

以及斜率为 ^，‘， …, 〆 __ 的直线和截距为心，…的直线 t 步 3-4 至 多求即 一/ 次交 
点，步 3-5 用 m t -；- l 次比较求出户,<乂），然后至步3-4的循坏至多执行心一 ; 次。故步 
3-2 至步 3-5 需要的比较次数为 


4>«i + ( 州〗 一 j 一 1)(/tj, ― j) = Oim\) 

算术运算次数 

C(m ] — j) (m ] — j) ^ Oim\) 

其中 C 是求一个交点所需要的算术运算次数. 

同理，步 3-7 至步 >8、步 4-1 至步 4-2 分别耗费相同的比较和算术运算次数9由于已 
给出 n 条直线呈均勾分布，所以坊]=即== 故上述耗费不超过0(« 2 )次比较. 
CKW ) 次算术运算 ft 

链 A 的两个端点分别位于 F 轴和 x 轴上, A 上的顶点的 y 坐标值呈递减序 
排列 〈见图 ^历^链。上的顶点的 y 坐标值呈递增序排列。当心在 Y 轴上截距小于 A 
在 y 轴上截距时, l , 与不相交(删去 a , 判断^与厂是否相 交）； 否则 l 与“相交, 
只有1个交点 • 设为 t 。为了求出I,只要判断 L 中哪条线段的两个端点分别位于 a 与 

轴组成的多边形内部和外部(假设 M 是所求的线段），这个工作在最坏情况下需要 
CK%%) 次比较；然后连接 c 和再用同样的方法耗费 o(%&) 次比较在乙 2 中寻找与 

M 相交的线段，设为求与7^71的交点，即 l 类似方法求 a 与匕的交点 I , 
需要 0( W | m 3 ) 次比较。此时得到链人=/^山込/&如果 h 被删去 ，则 只需求 L 与心的 
交点 I 此时得到链乙=/^ 3 夂，其耗费为叫叫 >次比较。 

如果链 L 由二幵始，则 L t 的第1个顶点即为所求的最小值点，此时耗费〗次比较 & 
如果链 L 始于匕，则々：为所求的最小值点，也只耗费1次比较，所以步6的耗费为常数次 
比较 . 因此步3至步6所需要的比较次数为 

0( m \) + O ( ml ) + 0{ m \) + 0{ m x m 2 ) + 0(/ N , m 3 ) ^ 0( Sn 2 /9) 

由于对杼性，步 7 的耗费为 0(^/9)。 步 S 只需1次比较。 

总之，算法在最坏情况下需要 0(^) 次比较和 0(^) 次四则运算，如果利用已排序 
的斜率序列，确定哪些线段相交并求交点，那么耗费线性时间可以确定可实现域的边畀。 
因此 Z S 5 算法在最坏情况下的复杂性降低到 O^logtth 

如果 h 个约束条件所代表的半平面的边界（直线）都是可实现区域 G 的边，那么这是 
该问题的最坏情况 • 这时没有一个约束条件是多余的，因而 Z 5 _ 5 算法中步3-2,步3-5,步 
3_ 7 ,步3-8,步11，步^2等没有产生实际效益。最坏情况发生时，不必求出 C 的全部边 
界，只要考虑可实现区域下边界和上边界，对于下边界来说，将斜率排序之后，仅需在序列 
中找到斜率由负值变为正值的两条直线 A 和乂与/,+,的交点就是要求的最小值点 6 对 
于上边界来说，同样处理，只是找斜率由正值变为负值的两条直线的交点 * 诙交点是最大 

值点。可以用二叉捜索方法寻找这样的两对直线，因此算法的时间复杂性为 

如果考虑预处理(分类)时间.则最坏情况时间复杂性为证毕。 
另外，利用半平面的交可以设计出求解问题24的算法，这里就不赘述了， 
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5.4 多边形的并 


本节介绍多边形并的算法 t 

求两个任意多边形的并是 s 计算几何中的基本问题之一.该问题的一种特殊情况是 
求两个矩形的并及多个矩形的并 D 在超大规模集成电路的辅助设计、数据库中的并发控制 
等领域中常出现上述问题。因此硏究这一问题的快速解法具有实际的应用价值，求两个 
任意多边形的并的一种方法是逐次判断多边形 P 的每条边是否与多边形 Q 的边相交_这 
种方法需要次判断两条线段是否相交 & 这里提出的算法是基于分治思想设计的，该算 
法首先求出 P、Q 及尸与 Q 的凸壳，然后分6种不同情况分别求 PUQ 的外围边界及 PU 
Q 内空洞的边界。持别是第 6 神情况，把尸与 Q 的凸壳顶点及求出的交点分成两种不同 
类型来处理。这种方法只需要 Oh+m) 次判断两条线段是否相交，因而减少了所需要的 
计算时间.另外，该算法比采用求解线性方程组的方法也优越得多。 

给定多边形尸的顶点序列 p '， p ” 及多边形 Q 的顶点序列.， •，〜 ，它们的 

边界分别为久户2,… 、 p '-\ p n ， p n p '&( hq ” … ， ㈣ in 通常，多迪形表示边界和内部区 
域的并，若简单多边形 P 的内部区域是凸集，则此简单多边形是凸的。如果尸和 Q 是两 
个任意简单多边形，那么/ > 和0的并(表示为/ >UQ) 定义为 

尸 U Q = 6 p 的内域及边界或者7 e Q 的内域及边界1 

下面介绍周培德提出的求 P \ JQ 的一种算法 
Z 〃算法 (确定 两个任意简单多边形的并的算法） 

输入 多边形 p 的顶点序列 A) 与多边形 Q 的顶点序列心）， 
仍设它们按逆时针方向排列。 

输出 （尸 UQ) 的顶点序列 

步1 求尸的凸壳 C M Q 的凸壳 Q 及尸与 Q 的凸壳匕设0 =彳/>,,户 2 , …,八 

求严={广，/^广.，4小}的凸壳(：、求 P' 与 Q 的凸壳 

步2 if K'I 仍，…小全在 C ■内 

then ，终止 & 

步3 if C ={ p ,、 p ，+ \， …， 1 ，…， } 八 h ，户2 ,…， A 1，户 J + ■ ，…， An } 中点不 

在 内 A _ ，？/ + 】，…，仏中点不在 C _ 内 then PUQ = P 

与 Q ， 终止。 

else If 九(走=^7 17 1;7+1，”）在（\内\/和(々’=1“ / — 1;/ + 1，讲）在（ _< | 内 

then 求； W ” 内户 …与 Q 边的 交点; 与 P 边的交点； 

p ^、 p t ， p k pi + \ 与 q k 、_ 叫， ❶外、，的交点。从户,出发，沿 尸边 行进， 
碰到交点，改沿 Q 边行进，再碰到交点，改沿 P 边行进，直至回 
到户，（称巡回方 法）。 此点 列即尸 UQ 的边界点序列 & 从 Q 外剩 
余的尸点出发 ， 用巡回方法找空洞边界点列 D ■终止 & 如无交点_ 
则尸 UQ = P 与 Q , 终止。 
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步 4 if </ ■，仍，…，心在 G RAK ' KrtAW 代替代替之后，步3的前条 

件成立） 

then P 二) Q , 即尸。0 =尸，终止。 
else if <^中轮流出 现产与 Q 的顶点 

then 用步7中方法求产边与 Q 边的交点，从心中的尸边出发，用巡 
回方法找点序列 t 再由剩余户点出发 + 用巡回方法找点列（后者 
为空洞部分） a 上述点序列围成的域即所求的井,终止。 

如无交点，则/ " UQzf ，终止。 

步 5 if q x ，…，^! 不 在尸内 A />] ， pi ， …小 不在 Q 内 A \C]\=nA [C £ I = m A 
CI =/r+m 

then 在 C 中求相邻的 P 、 Q 顶点关联的边的交点，用巡回方法找并，终止 & 
步 6 if IC t I =n A \C 2 1 =m A |C| then 沿 C 査顶点 

步 6-1 while A 与与 是 C 中相邻的顶点 do 

if 与芦 ( A >/) 关联的 P 边和与关联的 Q 边相交 
then 求出交点组成子点列 goto 步 6-2 
else if 与 A 关联的点 A _( eC ,) 首次出现在 Q 内/\与？十关联的点 

4 /+ ^6(7 2 >首次出现在戶内 

then 与 pv 以 /+ a 关联的边相交，求出交点 mr * 与 A ，^ t + a 等组成 
子点列： A， …， goto 步 6-2 
else if P\，p2* …， p,-' *p>+i+\ ，户，不在 内八 1 …， q } \， 

t + A + i ， …， 〜不在内 

then 尸 UQ = 尸与 Q , 终止。 

步 6-2 if 户.广*，声,+1(或 q,， …， q, “) 是 C 中连续点列 

then p。，.、 〆 或 g 广…， g ;+ A ) 是尸 UQ 的部分边界点列 

步& 3从 C 中芦出发，所有相互连接的子点列组成 PUQ 的顶点序列，终止， 

步 7 if |Cj<nA |C,|<mA \C\<n^-m then 沿 C 査顶点 
步 7-1 J —1 ，％ ， …，％ > ， C 一 C th<in 十 m 
步 7-2 whik pi=v f /\q J = v i + i do 

if 与 A 关联的 P 边和与 t 关联的 Q 边相交 
then 求出交点 r k \p t r k q } 组成子点列 ， goto 步 7-3 
else if A 分别是。与<： 2 中相交边的端点 AA 在 C 2 内/\ 1 在 C ，内 

then 判断与和, W 关联的边是否相交 
if 相交 then 求出交点 r *^ A ， … ，…必组成子点列。 
else 判断 / v ， f 相邻的顶点所关联的边是否相交，如果相交* 
则求出交点 * 产生子点列；否则, PUG = 尸与 Q , 终止。 

步 7 - 3 if n 关联的边与 A (或 ， l ， n ) 关联的边相交 

then 求出交点〜 

if 关联的边与 a . 】（或 v _ +£ ) 关联的边相交 then 求出交点 r > 
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if 与 n(rv，rv，n，) 相邻点关联的边相交 
then 求出交点，并刪去 r*(r* 「 t r r ) 及相邻点 
步 7-4 重复步7-3,直至 r* 关联的边与 A (或关联的边不相交 V ^关联的边与 

或^ + 关联的边不相交V与 n ( n . ，/ v,/>) 相邻点关联的边不相交， 

步 7-5 if 与 A (或关联的两条边都已处理（已求过交点） 

then 删去 A (或 

步 7-6 if O 中有连续的尸点（或 Q 点） VP(Q) 的凹点形成的三角形 A 内无 Q(P) 

的顶点V△的顶点都在另一多边形的同一侧 
then 删去连续点列或△的顶点 

步 7-7 + 1 

步 7-8 求 P 々 ，C 中剩余点集与剩余交点组成的点集的凸壳 
步 7-9 重复步 7-2( 找出 C 中新的相邻的顶点，处理新的相邻顶点）至步 7-8 ，直至 

剩余点集为空。 

步8从 C 中任一点 A (或 7,) 出发，所有相互连接的子点列 组成尸 UQ 的外围边界; 
从剩余的在 Q 外的某点出发，沿与该 f 点关联的尸边行进，用巡回方法寻找空洞的边 
界；从剩余的交点6出发，沿与 r* 关联的 P 边行进，用巡回方法寻找空洞的边界 & 如沿 r 
边行进一周，没有遇到交点，则尸110 = / > 与0,终止。 

下面分析 Zw 算法的时间复杂性9 

定理 5-2 给定平面上两个任意多边形 ，户… ，九) 和 Q(qj … ，^ „) 算法 
正确地求出尸 UQ 的边界顶点序列，而且该算法的时间复杂性为 OUm) 次比较和0(« + 
m) 次判断两条线段是否相交 a 

证明 平面上两个任意多边形 P 与 Q 的位置关系只有三 种 不同情 况:/ >与0分离 
(即尸与与 Q 相交; P3Q 或 PCQ, 这三种不同情况的出现依赖于 P 与 Q 的顶点 
分布，这是 Z 5 _ 6 算法的 依据. 

算法首先求出 P 、 Q 及尸与 Q 的凸壳(^(： 2 及0\如果 C t = { 九，仏，…， a _ mA !， 
则还要求出， = …, a - aI 的凸壳 C !， 卩与 Q 的凸壳 C 、 其作用是在某些情况 

下将考査 P 、 Q 的全部顶点转化为考査 Q、c 2 、c、cl 及 C 的顶点 ，以 减少判断线段相交的 
次数 t 当 L 算法中步2的条件成立时，显然有 P3Q， 即尸 UQ =/\ 如果尸与 Q 的位置 
关系属于分离关系，则 P 的顶点不可能位于 C 2 内, Q 的顶点也不可能位于 G 内，或者 P、 
Q 的某些顶点 A 和和分别位于 G、C, 内，但与仏、和关联的边不相交。这是步3完成的一 
部分工作。当与 A 和价关联的边相交时*则求出交点，利用巡回方法找出并的边界点列。 

这是步3完成的另一部分工作。如果 Q 的顶点都在尸内，并且 C 代替代替 C \ 之后, 

C \ 中的尸点不在 C 2 内，中的 Q 点不在 Cl 内，则 < 与分离，即 P 二) Q, 否则，如果 C 
中 P 点与 Q 点轮流出现,则用步 7 方法求交点，把问题转化为求 /v 与 q 的交点然后用 
巡 回方法找并的边界。这是步4的工作 a 算法中的步5处理戶与 Q 都是凸多边形并且 
|C 的情况，这时只要求出 C 中相邻的顶点关联的边的交点，然后用巡回方 

法找出并的边界点列即可◊两个凸多边形相交时，至多有〃个交点（步5已处理有《 + 
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讯 个交点的情况），一般情况有2个交点(退化情况时只有1个交点），步 6-1 至多循环执 
行两次便可求出2个交点，再按步 6-3 的方法就可以找出 PUQ 的边界顶点序列9如果没 
有交点 * 则/>与0分离，难以处理的是相交的 P 、 Q 为任意简单多边形 * 这时戶、 Q 边界的 
相交情况可以归纳为步 A 2 与步 7-3 的条件部分所描述的，如图 5-17 与图 5-18 所示 a 




(b) (c) 

图 WS 步 7-3 的示意图 


算法的步 7 _ 2 与步 A 3 循环若干次之后便执行步 7-5 与步 7-6, 刪去已处理过的点。 

然后求剩余点集的凸壳，再重复步至步的工作，求出所有相交边界的交点。由于 

算法是逐点考査逐点刪去，因此不可能遗漏相交的边。算法中的步8求出 P \ JQ 的外 

围边界的顶点序列及内部空洞的边界顶点序列总之,算法正确地求出了/ >| JQ 的边 
界顶点序列。 

算法中的步1耗费不超过 0((/ i + m ) log(n + m )> 次比较，步2霈要 0( ⑽0次比 
较 g 步3的前半部分可以利用步2的结果，不需要新的开销 & 步3的后半部分需要 2 G + 
b )< n + m 次判断两线段是否相交，其中为尸 ( Q ) 的顶点位于 Q < P ) 内的顶点数 & 步4 
的前半部分耗费不超过 O ( rm ) 次比较，后半部分不会超过 0( m «) 次比较和次判 
断两条线段是否相交 & 步 5 需要 OG / n ) 次比较和求 ( n + m ) 次交点^步 6-1 至多需要 r ? + 
切 次比较与 打+所 次判断两条线段是否相交，步 6 _2的耗费已包含于步 6-1 之中。步 7-2 
至多耗费 n - bm 次比较与 ” + m 次判断两条线段是否相交，步 7-3 与步 7-4 需要 Cin + m ) 
次判断两条线段是否相交，其中 C 是常数。步 7 4与步 L 7 所需时间可以忽略不计。 步 7-6 
耗费 OU ) 或 OU ) 次比较^执行步 7 _8不会超过 0 ((?i + m ) log (/ i + OT )) 次比较。由于每执 
行步 7 _ 3 至步 7 _ 6 的一次循环可以刪去大约比一半还多的顶点与交点,所以步 7-9 的循环 

执行常数次便可使剩余点集为空，步 8 的时间可以忽略不计 & 算法所需要的比较次数 

为： 


max[0(<« + m)logU+w))+0(rtm) ， 0(U+m)bg(/j+m)) + (/j+w )， 
O (( n - i - m ) log ( fi + m )) -\-<rt + M )- hO ( ri )^0( m )- hO (( n + m ) log ( n -\- m ))] 
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= 0(( n^hm ) log (« + /?7) ^ rOinm )) = Oinm ) 

判断两条线段是否相交的次数为： 

max[rt 4- m ,0 (n + m ) + m , (h + /w ) + c(n + m )] = 0 (n + m ) 证毕 c 

另外，利用 Z 5 _ 4 算法中步1、步 2 求出 P 与 Q 的交点，然后修改步3,可以求出 PUQ . 
算法描述如下。 

U 法(计算尸 UG 的算法） 

步 1求尸与 Q 的凸壳 ， 设为 C 。 

步 2利用 A _ 4 算法中步1、步2计算尸与 Q 的交点，并记录交点于/ I 中^ 

步 3从凸壳 C 中点 A (或 1) 出发，沿尸边(或 Q 边)按逆时针方向行进，碰到交点 
改沿另一多边形边按逆时针方向行进，直至回到出发点，便得到 PUQ 的外围边界， 

if A ^0 then 输出结果，终止 

else 从4中任一剩余点出发，按顺时针方向沿多边形边(该边前进方向上另 
一端点不在另一多边形内而且该边前进方向上无交点或奇数个交点. 
或者该边前进方向上另一端点在另一多边形内并且该边前进方向上有 
偶数个交点)行进，碰到交点改沿另一多边形边行进，直至回到出发点， 
便得到 PUQ 的空洞边界 。 该过程继续下 
去,直至= 输出结果。终止 & 

图 5-19 是算法的示意图，图中虛线为凸壳 C 的一部 
分，该图有两个空洞，用阴影表示。 

由于算法中步1、步2的时间复杂性为 G (/^ og «), 而 
算法中步1、步 3 的时间复杂性不超过此限界，所以 L 算 
法的时间复杂性为另外, Z :. 7 算法中语 
句之后括号内的条件可以取消。 图^19 算法示意图 

5.5 凸多面体的交 

给定两个凸多面体 P 和 Q , 它们分别有〜川个顶点，构造尸和 Q 的交 , 记为 PC \ Q , 

显然，尸和 q 的交是凸多面体。计箅 fpiq 的简单方 
法是:检查 P 的每个小侧面与 Q 的每个小侧面是否相交， 
若相交，则记录交,该交为线段；然后由此确定尸 f | Q a 如果 
P 和 Q 的所有小侧面都不相交，那么即尸与 
Q 是分离的*或者一个多面体在另一个的内部。这种方法 
的时间复杂性为 

5 . 2 节中介绍的“梯形交组成 priQ 的算法”可以推广 
到三维：首先用通过 /\ Q 的一个顶点并垂直于: V 轴的平 

图 5-20 两个切片之间的台面切割空间，得到 P 或 Q 的一个切片 ， 用同样方法可以得 

状多面体 到” + m 个切片。相邻的两个切片之间形成至多两个台状 

多面体，共计不超过2(« +爪一1)个台状多面体 & 图 5-20 
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所示的两个台状多面体，处在内部的台状多面体就是 PflQ 的一部分。显然至多有”+所 
一 1个切片间的嵌套结构，对每个结构计算 piiq 的一部分。然后计算这种方法的 
时间复杂性也为 + 

5. 2节中的“沿 P 边和 Q 边行进寻找 Pf ] Q 的算法”难以推广到三维。 

定义2』6的思想可以推广到三维:如果 （1) 尸。是至多有4个顶点的多面体 〆 2 )A = 
/ M 3> m 去严的某整顶点可以得到八-!，则多面体系列…心是凸多面体尸的均 
衡分层表示 a 

耗费 OG ) 时间可以构造凸多面体 P 的均衡分层表示，如果 f \， P '， …是 尸的均 
衡分层表示 t 那么 k = 0( iogrt) c 

为了构造凸多面体 P 的均衡分层表示，先引入独立集的概念及构造独立集的 算法。 

多面体的边和顶点投影到^平面上将形成一个平面图。给定平面图 c = ( V , AU [ 
V ,如果/中没有两个结点有边连接，则称/为 G 的独立集.若1/|=1并且不存在 G 的独 
立集 r ， U ’ 则称/为 G 的最大独立集，图 5-21( a ) 是20面体投影到 xy 平面上形成 

的平面图，它的3个结点1，^,仍是平面图的独立集，而且是最大独立集。 




(c> 




图 5-21 二十面体的平面图及独立集 


构造 P 的均衡分层表示的过程如 下:首 先构造 P : 。 （1) 令 /\ = P ，寻找 P 。 的顶点独立 
集，如图 5-21 U ) 所示,/=& 必 w 山删去&今小及与该3个点关联的边，如图 5-21 ( b ) 
所示。每刪去一个 ff,G = l ，2,3)， 便产生一个新的小侧面，该小侧面是五边形，它投影到巧 
平面上是一个四边形(有两条边共线）。<2)对三个四边形分别进行三角剖分，如图 5-21 
( c ) 所示，该图对应的三维图就是多面体 A ， 它有9个顶点，14个小侧面，显然^嵌套在 
的内部 a 然后构造方法与构造尸 t 相同，如图 5-21( d ) 所示，这次不必三角剖分，该 
图对应的三维图是多面体有6个顶点，8个小侧面。 重复该过程，图 5-21( e ) 中1/ | 
= 2,删去 J 后产生图 5-21 G ) 中的图形，再进行三角剖分,得到图 5-21( g ) 中的图形，它对 
应的三维图是四面体,即这样便形成了尸的均衡分层表示:尸 0 , A ，尸^尸3。 
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注意，选择独立集中的点时,应从度数最低的结点中挑选，其方法如下 9 

选择独立集的算法 
输入图 
输出独立集 f 
/— 0 

对 G 中度数>9的结点进行标记 
while 某些结点仍未标记 do 

选一个未标记结点〜标记 v 及 v 的所有邻接点 

如果图6'有^*个结点，则选择独立集的算法的时间复杂性为0(«) & 

构造凸多面体 P 的均衡分层表示的算法 

输人凸多面体/> 

输出 ^ = ^0^] » A ，々 = Iog/I 

f'—0 ， Pij—P 

while |尸|>4(即尸 ( 顶点数大于 4) do 

用“选择独立集的算法”寻找 P , 的独立集 
初始化 P ^^ P t 

for 每个顶点 do 

从/^^中删 去〃 及其关联的边，形成新的小侧面/，/在々平面 
上的投影是多边形，如果该多边形的边数大于3,则进行三角剖 
分。它对应的三维图即/ > 

+1 


可以用图 2-2 所示的树结构表示凸多面体 P 的均衡分层表示，该树深度为 O(log/0。 
给定凸多面体 P 与 Q, 它们分别有 n 、 m 个顶点，构造 Pf|Q 的算法如下： 

4»算法 (构造 的算法） 

步1构造 P、Q 的均衡分层表示。 

步2检査尸的哪些顶点在 Q 内，哪些在 Q 外。如果凸多面体尸的棱;^；的端点 A 
在 Q 内，而外，则记录^二对 Q 同样处理， 


步3 if 小侧面 A 的顶点 A 位于 Q 的小 

侧面&的两侧 A 小侧面仏的顶点 h 
q } \ 位于 P 的小侧面凡两侧 
then 计算^与的交线(如图 5-22 中点 
线所示） 

步4利用步3找出 P 与 Q 的所有交线，设为 
步5位于/ > 内的 Q 顶点、位于 Q 内的 P 顶点与折 
线 c 的顶点共同组成的顶点， 

算法的步1耗费 OU+W 时间.步2需要0((« + 
WlogU + w)) 时间，步 3 只需要常数时间。步 4 的幵销依 



图 5-22 计算小侧面之 fffl 的 

交线(点线） 
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赖千相交的小侧面数目，而小侧面数目为 0(« KO ( m ) ，故步 4 耗费 0(« + m ) 时间 .步5 也 
不会超过 OU + m ) B 才间，所以 Z . h 算法的时间复杂性为 0((« + W ) b g (/i + m)K 

为了实现箅法，还要设计判断点是否在凸多面体内部的算法等,这些箅法都可以 
由相应的二维算法得到，这里就不赘述了. 

算法可以推广到三维，用于计算 PHQ , 算法中的事件点序列仍为凸多面体的 

顶点。规定凸多面体的每个小 M 面的正向法线方向为垂直于小侧面并指向凸多面体外侧 
方向.过卑件点作垂直于^轴的平面，该平面切割 P 和 Q 成两个凸多边形，而且一个多边 
形包含于另一个内部，如图 5-20 所示，把此嵌套的凸多边形作为与该事件点相关联的信 
息存储起来，对每个事件点都如此处理，这相当于算法中是左端点的线段”中的线 
段*当相邻两切片中 P 、 Q 切口（凸多边形）互为相反的包含关系或者包含关系有所改变 
0寸，计算 1\ Q 相应小侧面的交线，然后这些交线与位于 P 内部的 Q 凸多面体及位于 Q 内 
部的 P 凸多面体构成 pfia 这一算法称为 Z s _ ，算 法. 

Zu 算法可以用于一般简单凸多面体的交.凸多面体的小侧面的正向规定为垂直于该 
小侧面并指向凸多面体外侧的方向。小侧面是凸多边形，其顶点顺序与小倒面正向眼从右 
手法则。小侧面所在的平面与过事件点并垂直干 j 轴的平面的交是一条线段、由类似的这 
按线段组成切口凸多边形， 

计算 POQ 的另一种方法是由 Mulkr - P r epa r au (1978) 提出的，其思想是^已知交 

中的 - 点/>•则通过映射技术可以得到交 & 设尸和 Q 的内部包含原点，我(门把尸或 Q 的每 

个小侧面/与它所在的平面 P 的一侧相关联，即 

a ( f)x -h bif'iy 4- c </)^ < 1 

解释三元组 U (/)， M /)^(/)> 为一个点，则已 建立〜 与点之间的一个变换 。 该变换把离 

原点距离为/的点映射到离原点距离为 { 的平面，反之亦成立。用以 ） 表示该变換. 

沢户）是与点成对应关系的平面，而 JU ) 是与平面 t 成对应关系的点， 

可以证明，如果尸是包含原点的凸多面体 是尸的所有心 所对应的点的集合，那 
么 P 内部的每个点 P 对应于一个平面沢 

凸多面体尸的顶点在^平面上的投影所形成的点集的凸壳记为 
M - P 算法(概要） 

步1构造 P •和 Q H 。 

步2计算尸 

if P ' f | Q ^ =0 then Pf ] Q =0 

else 设广 HQ * -/> 若点过点 (: r ,>0 作垂直于 o 平面的直线 

位于 P 内的部分(线段)记为 M 同样计算心。〔与 心的公 共部分(线 
段）即 PflQ 的组成部分， 

M - P 算法的时间复杂性为 O ( U + w ) lo g 0 j +^ j>) fl 
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第 6 章矩形几何 


由于矩形可以看成是特殊的凸多边形或特殊的多边形•所以第5章关干凸多边形或 
多边形的交、并算法也可以用〒矩形的交 、并。 但是矩形具有其特殊的性质(它的边是相互 
垂直或平行的线段 h 因此应该设计出满足这种持殊结构的更有效的算法，而且在研究这 
类问题的过程中可以更进一步了解矩形或正交线段的几何性质，同时还可以描述这些算 
法能应用的一类问题的特征 & 

正交线段和矩形是构成许多应用的基础讣 MtK 集成电路制造中所用的掩槙常表示为 
边平行干坐标袖的一组矩形.任务是证实设计规则和要求均能被满足 4 我们对此任务稍加 
变换就可以成为一个矩形几何问题(例如矩形交问题）。数据库中由并发控制 产牛的 死锁 
问题的解决也导致出一个矩形并问题 & 

本章将着重介绍解决几个矩形几何问题的算法，包括一组垂直、水平线段交的判定兑 
法，计筧矩形并的面积的算法，矩形并的周长的算法，计算矩形并的轮廓、闭包，非平凡轮 
廊和外轮廓以及矩形交的算法等。 . 


6-1 判定垂直、水平线段是否相交的算法 


平面上给定《条线段…，一它们的左端# 为^右 端点为 ^,^=1^) 不是垂 
直的就是水平的。我们采用 5. 1 节中平面扫 描技术 定哪 些线段 
相交，具体做法如下:线段组中的线段之间的关系表示成二叉树， | 

例如图 6-1 所示的线段组，经过对端点的: r 坐标的分类,次序是 I 

i’l > 1 S ' --- 

5 r >>.^<^ Sa»S^ J_ 


其中“ < ”表示线段的始点 > ”表示线段的终点。对该线段组的扫 
描(插入、删去和搜索)过程表示为图&2所示的二义树序列。 


m 6-1 mm 


判定垂直、水平线段是否相交的算法 

輪人线段组〜 ， y ” …，％ 及端点 …也 的* r ， j 坐标人= 17^ 
输出相交的线段対 


步1对线段组按端点的」 r 坐标分类，并存入£。 

步2按£：中次序逐个将各线段之端点，根据其^坐标（水平线)或^坐标（垂 直线〉 
的人小分成始点和终点. 

步 3 每当遇到始点时.在二叉树中加入该点.遇到终点时，删去该点。 

步 4 二叉树中左右子结点的决定是根据这些 点的; v 坐标大小来确定的^坐标小的 
为左子结点，大的为右子结点. 

步 S 遇到垂直线段^时，始点和终点同时出现,投影是一区间.这时作区间搜索 g 如 
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/ \ 



八 

\ 在 <) v 7 > 之外 * 


/ \ 

不相交。 



〜 h 均在 O 以 3 > 


/ \ 
<Ijj !> i 5 

之外.不相交. 


& 

•^在 h 上， 


/ \ 

/\ 

> 

所以 h 与~相交， 



4在 Oa 〉 之外 - 


/ 

n 

\ 

不相交， 


图 d -2 对图 6-1 所示线段组的扫描过程 

有一水平线段 h 位于该区间内，则&与\相交。 

该算法的时间复杂性为 0(« log rt ) & 

6-2 矩形几何问 题的特 征及解决问题的途径 

假设平面上给定《个矩形尺(/=0,尺的边分别平行于 X 轴和 J 轴，这样的《个 
矩形称为同等安置的矩形，它们的边可以看成是正交的平行线段的集合。同等安置矩形的 
特征是把平面划分成条状域，在每个条中只有一个变量，即是一维的6比如考虑垂直条中, 
所有垂直截面是相同的，它们由和条交叉的水平边的纵坐标组成。如图 L 3 所示的垂直条 
[ X 0 — 1]，乂[0]中，垂直截面是由6条水平边的纵坐标组成，与垂直 
条[义!>一1],对，]〕相邻的两个条是[奵/ — 2]，；^-1：]]与[尤[小耵纟+ 1]]，它们的截面 
都可以由修改相邻条的截面而得到， 



图 6-3 垂直条— 1], X [/]] 

矩形并的面积、并的周长、并的轮廓*矩形交等问题具有一个共同的性质 :给定 问题的 
解可以和两个半平面(一条垂直线划分平面为两个半平面)的每个半平面中相似子问题的 
解联系起来 & 比如 • 矩形交问题的解是子问题解的并.矩形并的面积、周长等问题的解是子 
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问题解的算术和，而矩形并的轮廓问题的解是子问题解相应部分的连接等。在这些惰况 
中，平分线(扫描线)和矩形集合的交(扫描线上的一线段）包含了部分解的信息，并且扫描 
线左半平面得到的解不可 修改* 它是最后解的一部分_随着扫描线右移，扫描线左侧解得 
到推广，直至获得整体解。这既是解决矩形几何问题的一条途径，也是平面扫描方法的持 
性. 

由图 6-3 可以看出，垂直截面 一 是纵坐标的一个序列，而 

又是矩形集合中水平线段的纵坐标分类序列中的一个子序列。因此可以不用 
优先队列而用线段树就能适用于这里的平面扫描. 

用区间为左端点，£为右端点）和其他参数来描述线段树的每个结 
点 I 的特征，其中结点计数表示当前分配给^的线段的数目 a 参数 dzO 对所有矩形 
问题都是需要的，但针对不同矩形间题要增加不同的参数。线段树上的操作包括插 入和删 
去，设是一个区间，作用于结点^的 INSERTOsqrO 如下： 

Procedure INSERT(i t ^；tO 
L if b^ ： B\_v2 A then < r ( v ) + l 

2. else if b < 匕 （丑 （ tO+iCb))/2 」 

then INSERT (6^ ； LSON<^)) 

3. it L ( 胁） +£h))/2」◊ 
then INSERTC^^i RSON(^)) 

4. update ( r >/ 修改 ^ 的指定参数 / 

对不同具体问题，行 4 将有不同内容 

6.3 矩形并的面积与周长 

给定平面上 /) 个同等安置的矩形&，&， … ，凡，定义《个矩形的并 
U 札为 

尸 = </>1 户 e 尺 ] 或 p e 只 £ 或 … 或户 e 尺 

定义 f 的周长为边界长，尸的面积是边界所围域的面积，下面介绍利用平面扫描方法计 
算 F 的面积和周长。 

先考虑一维情况，给定数轴上《条线段…， U , 其中6 =[14:1,6 = 
[ a 2 ， h ]， …， /„ = [〜 ♦乂]，计算它们井的长度 a 
计算的长度的算法 
步1按/,端点的横坐标分类，并存入数组 X [ L .2«] 

步2 X [0]- X [1],^0<^ 是并的长度） 0 G 是重叠线段的次数> 

步3 for /—I to 2 n do 
步 4 if c^O then — — 1] 

步 S if 是左端点 then r-c + 1 

else c ^~ c — 1 

显然，该算法的时间复杂性为 o (« io g « h 算法中行4,区间 [ X [/ — 1], X [，_]] 长度是否 
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加入到中依赖于 f 是否为0,^0时，则长度加入参0表示扫描线碰到一区间的左 
端点 & 该算法可以推广到二维，如图 6-4 所示 a 

图 6-4 中第/ 个垂直条是 X[/-l] 和 X[0 之间的平 
面条，该平面条的有效面积 〈即图 中阴影部分）是 （X[/] 

X吼,其中乳是条中一条任意垂直线和矩 
形并的截段的长度，用 O(loga) 时间可以确定外，％是 
计算矩形并的面积的重要参数 & 为了计算％，把矩形的 
垂直边构造成线段树。定义结点 r 的参数[万 
[^]，也0]]提供给 w 的长度，计算 mb] 的过程如下： 
if c then — B[v~\ 

else ir t ； 不是叶 

then /7 i [ v ]—/ M [ LS () N [ v ]]+" i [ RSON [ i ’]] 



X[r_l"[0 

图 6-4 计箅垂直边的民度 


else w[^]^-0 

^为线段树的根结点时，％ == m [ v ]。 当矩形的一条垂直边插入线段树或从线段树删去 
时，每个结点用常数时间能保持参数和因此 ，矩形 的每条垂直边用时间 
CKlogW 可以插入线段树或从线段树中删去并计算设横坐标； ：[:_] 处垂直边 的上端 
点、下端点的纵坐标分别为^和则计算矩形并的面积的算法如下， 


计算 F 的面积的算法 


步 I 矩形垂直边按端点的1坐标分类，并存于数组 
步2 X [0]— X [1 ] ，/«—0; 

步3构造和初始化矩形边的纵坐标的线段树： r ; 

步4 for i = l to 2 n do 

m " 一 ? /j[ rootd)]; 

' X ( X [/] — lj ); 

if X [/] 是左边的横坐标 then INSERT ⑶ woot ( T )) 


else DELETE (^ r woot (T)) 

步 1 耗费时间其他步的时间限界均不超过此量级，因此计算 F 面积的算 
法的时间复杂性为 OGlog^h 

步1中的数组 X[1 …2«]提供事件点的进度表。 

步3中 T 给出扫描线 状态， 它是由 ^-1 维推广到 d 维的关键，也是扫描方法的关 
键，喵实上，扫描方法把给定的 d 维问题变为^个 3—1 维子问題的序列。比如 
子问题变为二维，如果能用 OUiogW 时间求解每个子问题，那么用 OU 2 log«) 时间可以求 
解原问题。利用四叉树和切片之间的粘合技术可以把此限界改进到此结果能否进 
- 步改进，有待深入地研究。 

为了计算矩形并 F 的周长，首先注意吼的含义是以为右侧的垂直长条中 
菊直截线的总长度，同样 t 是以— 1] 为右侧的垂直长条中垂直截线的总长度, 

因此.叫一爪,，是叉卩一 1] 处尸的边界上垂直边的总长度，如图卜 4 所示，截线在区间 

[: X[/--1].X[/]] 中是不变的，所以 F 的边界上垂直边的总长度在区间 
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内不变，该总长度只是在扫描线通过点处发生变化 . 其次要考虑垂直条 [XG — 

D〕] 中水平边界边提供的长度 . 该长度由下式计算 

(X[，.] — — 1 J) X 

其中4是[义[/ 一 1]，X[/]] 条中 F 的边界上水平边数目 a 与队 相似 & 图6-4中 a = 4,它 
必为偶数。对线段树的每个结点 v 定义3个参数 a[tO、/AD[T，] 和/?方/>0] 如下： 

是(厂的现时垂直截线）的不相交部分数的两倍； 

IBDfvl = 1 的现时垂直截线）^ [只 [ V ] , £ [ W ] 中一个区间的下端； 

J UJ= o /^]不是 (i ■'的现时垂直截线） n [机”]』!>]]中--个区间的下端， 

^ 1= [1 £匕]是(厂的现时垂直截线） n [召[>]，£[1]]中一个区间的上端； 

Lt;J= io 不是 ( f 的现时垂直截线） nuo],£W] 中一个区间的上端， 

这3个参数的初值均为0,下述过程计算该3个参数： 

if d>]>0 then ^ vl *-2^ LBDlv 2^ l ; RBDlv ^*-\ 

else a [ LSON [>]] 十 a [ RS 0 N 0]] — 2 尺 /^[ LSONCTOl ^ WRSONb ]]; 

LBDlv ^ LBDlL ^ mlv^i 
RHDlv }^ RBD \ iR ^ OU \_ v ^ 

cM >0 时，区间 [B[v：U£(>]]C：F 的现时垂直截线，所以 a[t0-2,LBD[i,] = 
1;而^>] = 0,并且 F 的现时垂直截线不包含跨接点 £[LSONb]>S[RSON 
〔v]] 的区间时 ,</' 的现时垂直截线） n[if[d£'0]：l 
包含的项和它的两个子结点中的项的和一样多，用 
尺 Bi)aSONb]] = /,BD[RSON|>]>l 来描述该情 
况。因此该计算过程是正确的，在每个结点处*用常数 
时间计算参数和 RBD , 

修改 F 的面积的算法可以得到计算 F 周长的算 
法。当前步(垂直条)提供给周长的长度由两部分组成 ， 

如图 6-5 所示，在条中的水平边，提供 

— 1]); 在横坐标 X[/] 处的垂直边，提 
供 - 这 样七的 值要在后者修改之前从线段 
树中得到 A = a[romrr)]， 而州 …是在 修改之后得到 

的。 

计算 F 的周长的算法 

步1矩形的垂直边按端点的 x 坐标分类，并存于数组 X[L.2«] ; 

步2 X [0]— ^"[1]，叫—0; 

步3构造和初始化矩形边的纵坐标的线段树 T; 

步4 for /=1 to 2 n do 

〆 —a[root (T)]； 

if X[/] 是左边横坐标 

then INSERT(^^ r ；root(r>) 


in 

^77 1 

la/ 

! \\ 


i 

— |m(> i — m, | 

j\ 

当前插人的矩形 

― 1 - ^ - 1 



X [ r'lJ \10： 当前横坐标 

图 6-5 当前步提供给周长的 
长度由水平边和垂直边绀成 
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else DELETE;root (7》）； 
m 4 ^ w[root (7')]； 

p^—p^ra'' * (A"[ jJ ] 一 一 1 ]) + \ m r 一 m 。 | ; 

该算法用 Ohk > g «) 时间可以计算 F 的周长 & 

6.4 矩形并的轮廊 

给定平面上《个同等安置矩形見.私，…，兄，它们的并的边界称为矩形井的轮廓 4 并 
的轮廓包含若干个不相交的圈*而圈由交替的垂直边和水平边组成，仍沿用前面的规定， 
外轮廓方向为逆时针方向，此时矩形并在外轮廊的左边；内轮廊(即洞的边界)方向为顺时 
针方向，矩形并仍在内轮廓的左边。本节介绍寻找矩形并的外轮廓、内轮廓的箅法。 

6.3 节中阐述了计算 F 的周长的算法 ， F 的周长就是轮廓的长度，计算 F 的周长比求 
轮廓容易得多。求轮廓的一神算法 ，其基 本思想是，先找出轮廓的垂直边的集合 K ， 然后用 
水平边连接垂直边便构成并轮睇的定向圈在图心6中有5个矩形，8个事件点: 

各事件点所包含的元素个数不同 t 每个元素代 
表轮廊的一条垂直边，比如，第 2 个事件点包含两个元素它们分別表示轮廓的两条 
垂直边 A 与 G 位于同一条扫描线上，并且~与~是不相交的两条线段 & 当扫描达 
到第3个事件点时，要修改并的截线，得到3条垂直边^与每条垂直边^的方向不 
是向上就是向下，该方向的确定依赖于它位于矩形的右垂直边或左垂直边上。 

得到垂直边集合^之后 ，用下 述方法求得水 平边: 垂直边 A 表示为& = 其 

中 A 为横坐 标上与 t 是纵坐标*并且&对每条垂直边^可以产生一对三元组 (1,6,; 
U 与 ( x ， r , A ), 每个三元组表示一点，一对三元组对应于6的两个端点，每个三元组的第 
3项是^的端点的一个基准，例如，图6,6中&表示为<心， 匕山) 与山其中前者为 
G 的下端点，而后者为 Q 的上端点。以递增序字典式地分类三元组集合（先按纵坐标分 
类，然后再按横坐标分类） a 图 6- S 中的水平边经分类后可表示为下列序列： 

y i ( X 2 t b 2 ； t 2 )( T A ^ b 4 ； t i ) 山， ， b 7 ) ， 

* b \4 ;/ N ) ' V «( X |）（ x 2 ，， 2 ; b 2 ) * 

) ( Xs t/|2 ，厶 13 ， f" \b\^ ) ^ 

jy^(j n i ft I fbi «ya ( i;,!] ) C / 1；3 ， 

3 ； 〆.2’”/$ ) (x]i tf|] ♦ ^ j T ]u ： 5 也 ） ，,e ;〜）* 

该序列的元累个数为偶数，通过对该序列的一次扫描，便可产生所有水平边并找出与它们 
相连的垂直边，这样便给出轮廊的圈 4 用圈的最小横坐标的垂直边~来确定每个圈，当^ 
是向上边时，该圈为洞的边界.而当^是向下边时，圈是轮廓的外边界 & 

线段树支持的平面扫描可以生成垂直轮廊边的集合，引入结点参数 STATUS^] 定 
义 如下： 

满的.若 

STATUSM = j 部分的，若 心 >0,但对 r 的某个子孙、心]>0; 

空的.对于根在^处的子树中的每个《 = 
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图 6-6 矩形并 F 的轮®的一个实例 

定义结点^的参数 Ccmtr ( v ) 如下： 


图 6-7 


I _ 

<J sf\G 

flG 的序列 


Contr (^) = DG 

i 若 STATlIS [ tO 是满的，或对 T 中。的某个祖 
先… STATUSO ] 是满的； 

若 STATUS |>] 是空 的； 
Contr < LSON [ v ]) UContr ( RSON [ ir ]> 

若 STATUS [>] 是部分的> 

该表达式给出对应于 s 的一个截段的结点 r 提供给5门5的份额 Comrb ) ,因此仅当 
STATUSO ] 是部分时，要查找根在 r 处的子树。下面是 Lipski 和 Preparata 提出的计算 
矩形并的轮廓的算法_它报告了集合[6<]门0以及公共横坐标. 

计算矩形并的轮廊的算法 ( L - P 算法） 

步 1将垂直边的横坐标分类，并存入 
步 2 /!—♦//! 是垂直边的集合/ 

步 3构造和初始化矩形的纵坐标的线段树了； 

步 4 * for /=1 to In do 

if 是左侧边的横坐标 

then Contrdc,]root (了> ) IJ 4; 

INSERT ； root ( T >) 
else DELETE dc trootCT ))； 

Contr (6 r ， r r ；root (7')) 1 J A 

步 4 中垂直边集合的修改在左侧边插入之前，井且它要跟在右你边删去之后，这就是 
说，如果-条右侧边和一条左侧边具有共同的横坐标,那么一定要在右侧边处理之前处理 
左侧边，步1满足这样的条件。另外还要设计计算 Cmitr 的子算法， Contr 子算法中使用 
了一个堆栈 y / MC 尺，开始时 57 71(：尺为空。这个子算法把线段序列 |>^] f | Com r ( iO 推进 
堆栈。通过调用 Cont r O ^; mcn (7 T )) 返回堆栈的内容。 


这样*当前的截线 G 是线段树中所有 STATUS ^] 为满的结点上的所有线段[方 [ r ], 
妇 ： i ]] 的并。给定矩形的一条垂直边 s = U ; 6 , e ), sr \ V 是区间 Ok ] 中 C 的相继截段之间 
空隙的序列，如图 S -7 所示，其中 G 是 G 的补。 


'' 9 6 ? 谷 

V' V- V- V- V- 


- i 
♦ ♦ 

J 
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runction Contr ( A ^； v ) 

if ST ATUS 0] 关满的 then 

if 空的 

then / 提供 [ BM ， 五 W ]/ 
if Blv ^ = top ( STACK ') then / 合并邻接的线段 / 

删去 toiKSTAC/O 

else 边的开始 /; 

边的现时终止 / 

else if d < ( B [ u ]+ A '[ u ])/2 j 

then Contr (^^； LSON [^])； 

if j_aM + El >])/2」◊ 

then Contr ( b ， e- r RSON [ v ]) 

可以证明，该算法的时间复杂性是 O nlog ^ + ^log 其中《为同等安置矩形的 

P I 

数目，户是矩形并的轮麻的边数目。这个问题的一个已知下界是 D(»logn + W , 而通过把 
分类问题变换为寻找矩形（无洞）并的轮廓得到一个下界，因此该算法不是最优 
的。 

计算 F 的轮廓的另一种方法是采用 6. 1节中平面扫描方法，先求出矩形边之间的交 
点，然后再求轮廓. 

计算矩形并的轮麻的算法 <2^) 

嫌入„个同等安置的矩形兄，每个 矩形反 的顶点九按逆时针方向排列，/ = 

j=l ， 4. 

输出矩形并的轮廓。 

步1用 6. 1节中算法求出矩形边之间的交点如，交点存于 A 中*并记录相交的边. 
步2以横坐标值最小的边(垂直边)为起始边，沿逆时针方向行进，碰到交点^改沿 
另一矩形边并按逆时针方向行进 ， A — {0，直至回到出发边，便得到外轮 
廓。 

步3 if then 终止（输出轮廓） 

else 从任一交点出发，沿矩形边按逆时针方向行进，碰到交点心改沿另一 
矩形边并按逆时针方向行进4 — 直至回到出发点，便得到一 

个内轮廊。重复步3,直至4 =么 

步2和步3中,“碰到交点 〆 ’，其中 交点？ 是指离当前点距离最近并在行进边上的点。 

6.5 矩形并的闭包 

在某些应用中，需要将矩形并加以扩充才能获得问题的圓 满解决 ，这就导致矩形并的 
闭包概念，如果点 P 、， p 2 的 I 坐标和: V 坐标满足关系式外 

| 

优于点仏,记为关系“ < ”称为优势关系，给定平面中两点 
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如果仏 和仏不满足优势关系，即关系式 U - Wh — A )<0 成立，那么称点 A 
和户£是不可比的^而点/>| = (1 1 ，3^)，/^ = <工£，：^)分别称为/ > 1和/^的西南 ( SW ) 共辄和 
东北 ( NE ) 共轭，如图 6-8 所示。 




f >\ = U r y t ) p 2 = ( j ：^ y 2 ) 

图 6- S 久与 h 是不可比的，它们的共轭是 夂和沁 


给定平面上区域 R 1 R 内任意两点夂、若/?内存在连接户，与九的一条曲线，那 
么称中 久与外 是连通的 b 若对于尺中任何两个连通的不可比点 h 和 Pz ， P ' 和 A 的 
东北(西南)共轭也在/?中，则称/?是东北(西南） 闭的。 定义平面区域 S 的东北闭包(西南 
闭包>是包含 S 的最小东北(西南)闭区域尺，记为 NECSKSWGS)), 如果包含5的最小区 
域及，既是西南闭的又是东北闭的，那么称为 S 的东北西南闭包（简称闭包），记为 


NESW(5) 0 

给定平面曲线厶上任意两点户I = (A，：yt)， 户£ = (J^：y £ )， 如果由 x 2 > j ：\ 可以推得 
则称曲线 L 对I单调，如果匕与 ^是两 条平面曲线,/>是一个禁止区域,一条曲 
线能连续地变换成另一条曲线，而且不与乃相交，则称 L 与 A 是同伦的。如用 表 
示最小同等安置的矩形，而且它包围一个给定(不一定连通)的平面域则有关系式 

f'£NESW(^)Q^(F) 


若 NESW<F) 是连通的，则 R(F) 的东北角和西南角属于 F 的闭包，如图 6-9(a ) 所示 9 对 


于 NESW(F) 的每个连通部分 G (图 6-Wb> 所示）, NESW(/0 的边界由两条: r 单调的曲线 


组成，分别同伦于 /?<G) 的上左和下右边界部分 & 这两条曲线的每一条是它的同伦曲线簇 


中不和 G 相交的 x 单调曲线的末端，称这两条曲线为闭区域 NESW(F) 的上轮晞和下轮 


廓。对于任意域厂(不连通的），如果 F 的闭包 NESW(F) 由多个部分组成，那么任意两个 
部分之间一定是由一条: r 单调的曲绎分隔开 ，如图 6-9( C ) 所示。 


东北角 



<a> 


R(C) 

左 

边 

界 


ii(G> 上边界 



«<t；) 下边界 
(b> 



图 6-9 

<a> 平面域 F 和它的*小包围的矩形 RiFh 
(1>尸的 NESW 闭包的一个连通部分 （ 


(c) NESW(f) 的两个部分的可分性 


* 1G9 * 



另外，下面的等式成立 


NESW ( F ) - NE ( SWCF )) = SW ( NE ( F )) (6-1) 

平面上给定 n 个同等安置的矩形，求它们的并的闭包对于这个问題，依据式 (6-1) 可 
以设计两个算法用来计算域 F 的闭包，即先计算 F 的东北闭包，然后计算 NE ( F ) 的西南 
闭包，或者先计箅 F 的西南闭包，然后计算 SW ( F ) 的东北闭包 . 如果 F 是同等安置矩形 
的并，那么计箅工作就简单了，因为 NESW < F ) 的任何部分的上轮廓和下轮廓都是对^单 
调的 b 


计算 F 的闭包的算法 

步1计算《个同等安置矩形反，…，兄的并^\ 

步2用从左到右扫描的方法构造 F 的东北闭包(确定东北闭的组成部分) 

步 3 用从右到左扫描的方法构造 NE(F) 的¥南闭包 
在平面扫描中，与扫描线相交的 NE(F) 的组成部分称为 
活动的。 NE < F ) 的部分是活动的当且仅当该部分至少包含与 
扫描线相交的 F 的一个矩形(称为活动的矩形 h 

考虑步2,显然，事件点是矩形垂直边的横坐标当扫描 
线碰到一个矩形的左侧边时，便起始一个活动的部分，或扩 
大到一个活动部分，或合并多个活动 部分； 当扫描线碰到矩 ffl6 10 

形右侧边时，结束一个活动部分。扫描线上活动区间的上端 的活 动幻可 

点 <2是至今所找到的所有矩形水平边的最大纵坐标，而它的 

下端点 A 是组成部分中现时活动矩形水平边的最小纵坐标。图 6-10 中阴影条表示活动区 
间。显然，步2构造了 f 的东北闭包， 

当扫描线碰到左侧边时可能出现三种情况，利用活动区间可以区分这三种情况，如图 
6-11 所示，图 6- ll ( a ) 表示起始一个新的部分 ，图 6- ll ( b ) 为扩大一个已存在的部分；图 
6-11(0 是跨接两个部分。 






( a ) ( b ) ( c ) 

6-11 扫描线 碰到左 侧边时可能出现的三种情况 


图 6-12 示出扫描线碰到矩形 R 的右侧边时可能出现的三种情况：图 6-】2( a ) 表示尺 
成为不影响活动区间的不活动矩形 ； 图 112( b ) 向上收缩活动区间使 矩形尺 成为不活动 
矩形；图 6-12< c ) 组成部分被终止。其中仅当及是部分的最底下的活动矩形时才出现图 
心 12( b ) 情况；当及是组成部分仅有的活动矩形时出现图 6 -12( c ) 情况 & 
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(b) 


(c) 


囝 6^12 扫描线碰到右側边时可能出现的三神情况 

利用高度均衡线段树: T 的叶子存储活动区间的端点，当处理左侧边时，先在 
7’中定位: y 3 , 然后遍历叶子，直至 A 被定位。用 OUogn + A ) 时间完成此操作，其中 A 是合 
并的活动区间的个数（图 6- ll ( c )) a 每个矩形只有一条左侧边，所以插入工作的上界为 
OUlog ^ h 扫描线碰到右侧边[^，乃]时 + 从 T 中剩去该边，耗费时间 OdogW 。 

用自右向左扫描方法，造 SW ( NE ( F )) 的过程与上述相似 a 矩形边的横坐标的分类 
耗费 Ohlogn ) 时间，处理^条边的耗费也是 CKnlogW 时间，因此，用时间沢 》 log «) 能构 
造”个同等安置矩形的并的 NESW 闭包 a 

6-6 矩形并的非平凡轮廊和外轮廊 

6. 4节中介绍了矩形并的轮廓及计算轮廓的两种算法。〃个矩形的并的轮廓可以有 
没 U 2 ) 条边 t 但对于轮廊的一部分，比如外轮廓，则只有 O 00 条边。矩 形并厂 的外轮廓是尸 
和平面的无羿域之间的边羿。除了外轮廓和内轮廊之外，还有非乎凡轮廓。同等安置矩形 
的并 F 的非平凡轮廓是轮廓圈的集合，并且它们的每一个至少包含给定矩形的一个顶 
点，因此有关系式 

轮廓=外轮廓 U 内轮廊 
外轮畴 C 非平凡轮廓 
非平凡轮廓一外轮麻 C 内轮廓 

不 包含矩形顶点的轮廓称为平凡轮麻，如图 6-13 所示，其中图 6-13( a ) 表示 F 的轮 
廓，图 613( b ) 为非平凡轮廓，图 6-13( c ) 是平凡轮廊，图 6-13( cJ ) 为外 轮廊。 



Ca ) ( b ) ( c ) ( d ) 

3 6-13 矩形并 F 的轮廓 


每个矩形的边把平面划分为两个区域，即矩形内部区域和外部区域，其中外部区域是 
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无界的 . 对于无界的外部区域，规定其边界为顺时针回路 * 而对于矩形并来说，它亦称为外 
部回路 & 规定内部区域的边界为逆时针回路 ，又 称为内部回路。若回路的一条弧包含矩形 
边的一个端点，则称该弧是末端的 U 如果一条回路至少包含一条末端弧，则称此回路是非 
平凡的，否则为平凡回路 a 图 6-14 示出矩形并的非平凡回路及外部回路，显然.外部回路 
是一种特殊的非平凡回路，即外部回路=外轮廓£非平凡轮廓 G 非平凡回路。 



图 6-14 矩形并的非平凡 K 路及外部回路 


设平面上给定《个同等安置矩形…，也,求它们的并的非平凡轮廓和外轮廓。 
可以证明，《个同等安置矩形并的非 f 凡回路的弧的数目为 Upsld 和 Preparata 
(]981)提出了一种求解该问题的箅法，其基本思想是，沿着构造的轮廊的回路执行一次 
“行进”，每次加入一条弧，每加入一条弧耗费 0( logW 时间，因此总的时间是0(«10以\行 
进是一个前进过程*即从当前矩形顶点 h 开始*按规定的方向沿当前线段 A 行进，如图 
6-15 所示，出现两种情况之一： 

(1) 行进碰到与相交的线段/ 〆 离 A 最近），交点穿过矩形域到/,的左侧。此 
时 ，行进 向左转，交点 ^ 变成当前顼点 山为当 前线段，如图 6-15< a ) 所示 & 

(2) 达到 A 的端点也是/ 2 的端点 6 此时 + 行进向右转，^变成当前顶点4为当 
前线段，如图 6-】5( b ) 所示. 



M ( b ) 


图 6- i 5 算法中行进过程可能出现的悄况 图 6-16 水平邻接图 

利用査找水平邻接图和垂直邻接图的方法可以实现上述的行进。矩形的垂直边构成 
集合 V %显然 | V 丨=2^过垂直边的端点户向左、向右作水平半直线，这些水平半直线终止 
于最接近于 f 的垂直 边上； 或者没有这样的垂直边时,便延长水平半直线到无穷。经过这 
样处理之后，平面被划分为若干个区域 t 称为广义矩形，又称为水平邻接图，如图所 
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示。用归纳法可以证明，水平邻接图中区域总数至多为 3 M / I+K 

设当前(矩形的）顶点为^(见图6-15)，从％出发的4个方向上的线段为当前线段， 
现只考虑向右的水乎方向上的线段 K 其他情况类似 K 设 q = (x,, ^ ),6 的另一端点的 
坐标为力 h 在水平邻接图中先定位点(1，^)，然后求得^右侧的最接近垂直线段的 
横坐标: r 2 ，若:则行进向左转(图 6-15( a )); 若则行进向右转(图 6-15( b))。 
因此.把一条弧加入到一个非平凡回路要耗费邻接图的一次询问（即一个平面点定位），该 
询间时间为 O(l 0 g ^) 4 非平凡回路中有 0( W 条弧，用 O(logn) 时间可以完成一条弧的构 
造，所以构造非平凡回路集合的时间力 

在获得非平凡回路之后，删去位于矩形内部的非平凡回路（其弧位于矩形内部），便得 
到非平凡轮廓，再删去逆时针方向回路，即得到外部轮廓.用外〃 log «) 时间可以构造《个 
同等安置矩形并的非平凡轮廓和外轮廊 & 

6*7 矩形的交 

本节讨论同等安置矩形的交 6 显然，只有当两个同等安置矩形至少有一个公共点时, 
它们才相交，先考虑一维情况，设和忍=[<，^]是两个区间，条件4门尺7^ 
等价于下列互斥的条件之一： 


a [ < a x f ^ a 2 ( 6 - 2 ) 

a , ! < a } < V (6-3) 

易见， （ tv〗V ( a / ) 等价于 ti / A ，即 一 a 2 ^~ U \ A ，后 

n 是 1 f 面中点（一 ‘』/) 和点（一心， a t ) 之间的一个优势关系 < ，也就是 （一化 ,〜）< 
(- 这表明只要 把区间 变换为平面中的点，便可以把二维问题(确定》个同等安 
m 矩形集《中的所有相交的矩形对）与一维问题(确定 m 个区间的所有相交的区间对)联 
系起来 . 

为了 解决二 维问题，采用平面扫描方法，事件点仍取为矩 
形的垂直边的横坐标 a 由矩形和扫描线的交给出扫描线状态， 

与扫描线相交的矩形仍称为活动矩形。在图 6-17 中，当前事件 
点搔矩形 n ^] xjV ,<] 的左侧边，扫描线横坐标^ 

(也是及的 X 区间的左端)属于每个活动矩形的 J 区间因此， 

只需决定哪个活动区间关于^区间条件 （6-2) 成立，或条件 
(6-3) 成立 6 利用对线段树的査找可以报告相交的矩形对，也就 
是说，当插入矩形的左俩边 [〜 W ] B 扣通过检测活动区间 
[〜心]，是否 £1 /<^<<^，或者是否^ 1 ^ 1 /<&来完成，当找 
到相交的线段对时，便找到了相交的矩形对。产生事件点列耗费时间 OUlogn ), 用时间 
CKlog «) 插入或刪去每个区间，树的査找用时间 O ( logn ) 来跟踪査找路径，因此确定《个 
同等安 t 矩形的 s 个相交对耗费外〃 log 〃+ d 时间 & 

下面介绍解决二维问题的另一种 方法。 

给定《个区间的集合 U 首先定义函数％ : …, 


*i+(6 + 3)| R 



条件 (6+2) |心 


图 6-17 扫描线碰到 
及的左側边时.出现 
的活动矩形私和札 
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尺… 卜 E 2 , 它把区间 h ⑼]映射到平面中的点 ( AA ), 该点位于第 [ 象限的平分线的上 
方，其次引入函数 A :它是平面上 关于心 轴的对称映射.即点映射到点 
(一士 ，〜 ） fl 再引入函数 a : 五 2 ,它是平面 t 关于第 I 象限的平分线 x ,= — Xi 的对称 
映射 ，即点 （ ™«t ， 化) 映射到点（一 A ，^1 ) ，如图 6- 18 所 不 D 为方 便起见，记复合函数 A = 
AcvAzU 〜，并且有等价关系： 

n R <J} ^ ^ ㈡ /■(/? …）；> /“ 尺 … ） ㈡/〆/?…）> /〆 尺…） (6-4) 



图 6-19 是这种等价关系的一个例子 . 显然，相交的区间对引出优势关系中的两个对。 



给定矩形/? = !>,,先把尺映射到四维空间中的两 个点 〆 （/?) = 
(— j ] ，々，一％❿）和 </" (只 ） = (— 々， A ，一 jy 3 , jyi ) ，其次形成 P 中的两个点集:$ = 
{ q , { R )\ ReQ }, s ff ={ q t , ( R )\ ReQ }. 由式 （6-4), 得：&、 a eo , 尺，门 A 弇 f 当且仅当 

(私） ，或者 〆 (&)>，（/?山因此，确定所有相交对问题是优势问题(给定 P 
中两个点集 S 和找所有对使得 ) 的一个特例，而四维优势问题 
存在复杂性为的算法求解它，因此求解所有相交对问题的时间复杂性是 

OC/ilog 2 «+j) ^ 

另外，两个矩形的位置关系有4种基本情况，如图心20所示。图中阴影部分是它们的 
交，每种基本情况产生的交都不相同。图 6-20 U ) 所示的交，两个交点位于交域的对角线 
上； 图 6-20( b ) 中的交，两个交点位于一个矩形的右侧边上；图 6-20( d ) 的交，两个交点位 
于一个矩形的左侧 边上； 图 6-20( c ) 中的交域由4个交点组成多个矩形的交均由上述4 
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(b> (c) (d) 

囹 G -20 两个矩形之间的位置关系 


种基本情况组合而成，为了求出多个矩形的所有交，采用平面扫描方法找出交点并区分备 
种基本情况，便可找出所有交. 

求矩形交的算法(4_ : ) 

步1按矩形垂直边的^坐标分类。 

步2扫描线从左向右移动，碰到左侧边时，检査是否有水平边落入该左侧边区间 
内。如果有.则求出交点。 

若有1个交点，扫描线右移求出另外1个交点，便找到1个交域，如图 6-2000 
所示情况. 

若有2 个交点*扫描线右移求出另外2个交点•便找到1个交域如图 6-20( c ) 
所示 a 

若有2个交点，扫描线右移碰到的矩形右侧边位于另一活动矩形内部，便找到 
1个交域。如图 6-20( d ) 所示， 

步3碰到的左侧边位于另一活动矩形内部，扫描线右移求出2个交点，产生图 6-20 
( b ) 所示的交。一个矩形的左、右侧边位于另一活动矩形内部，则两个矩形呈包 

含关系。 


6 8应用举例 


本节介绍矩形并的闭包的一个应用实例 ，即 数据库中的并发控制，考虑多个用户并发 
存取到一个数据库的调度问题，每个用户通过锁定 T (数据库的变量），修改^和开锁1等 
步骤系列实现事务处理.我们的目的是要开发一个事务处理系统以解决上述的调度问题。 
如果有两个用户 、一 个变量^那么可以抽象如下 :用二 维笛卡儿空间 P 的坐标轴来确定 
每个用户对变量 a ■的处理过程，具体办法是建立事务处理步和坐标轴上正整数坐标点之 
间的 一一 对应关系，即坐标轴上的正整数点表示锁定工或开锁 I 的时刻，而锁定1和开 
锁 X 之间的区间表示修改 x 的时间间隔，也就是锁定区间 & 图 6-21 U ) 表明了这种情况， 
平面上的点代表数据库的状态，比如点（7,2)表示当前执行用户/7,的第7步和用户的 
第2步，图中的矩形域是 R 和％ 对变量1的锁定域。显然，事务处理系统中状态点不能 
落入关联于变量的任何矩形域的内部。 

如果有两个用户和3个变量: n ，: r 2 与，每个用户可存取= 1，3)，变量 x , 的每次 
存取由涉及“锁定修改，和“开锁的子序列完成.图 6-21( b ) 表明了这种情况， 
坐标轴上的点集表示一个用户的步序列（用户的活动 ） a 我们用进度表来表示数据库活动 
的演变，在图6-21(1))中，曲线均为进度表.它们是单调不减的阶梯曲线，每条阶梯曲 
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图 6-21 两个用户并发存取到一个数据库的几何模型 


线代表用户对变量4(/ = 】， 3) 的处理过程，比如曲线 r = 开始描述的过程：开 
始； 〖 H 户 K 在时刻 h 锁定^;刚户 h 在时刻 h 锁定用户 G 在时刻&锁定^用户 
在时刻 h 锁定用户 K 在时刻^锁定 〜这 就是说，曲线^达到点/>时,3个变馇均 
被锁定.两个用户都不可能进行下一步处理 . 显然，代表进度表的曲线不可能穿过事务处 
理矩形的并 F , 再加上曲线 e 所代表的情况要加以排除*因此.只有位于 F 的西南闭包的 
外部.并 fi 是单调非降的曲线所代表的进度表才能保证处理过程是无死锁的。例如图 
6-21(b) 中曲线&所表示的进度表是无死锁的处理过程 ，利用 6. 5 节中求矩形并 F 的西南 
闭包算法先求出 厂的西 南闭包，然后再求类似于6的曲线，便可解决这里的问题 . 



■ J —''' 开锁 



,'■' 开锒 h 
h 锁定41 



锒锁锬定定定姶 
开 if 开锬锒锁幵 



,, 鸪锁 
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第 7 章几何体的排列 


平面上的直线或三维空间中平面的排列是 s 计算几何中的重要结构，它与凸壳、 
Voronoi 图等具有同样的重要性.本章将介绍有关排列的一些基本槪念、算法和应用 & 


7.1 基本概念 


设乎面上给定〃条直线…这些直线将平面划分成凸域(或称网格或称面）、 
线段（两个交点之间）以及顶点(两条直线的交点），称这种划分为直线的排列。图 7-1 示出 


S 条直线的一种排列 & 


在直线的排列中，区域(或面)称为排列的2-面 a 
直线^被其他直线分成 n 个区间，这些区间称为排列 
的边或若排列的1面。所有直线的交点称为排列的顶 
点或哲排列的 0- 面。我们通常把排列的2-面看成开 
域（不包括它们的边），而将 1- 面看成是开线段（不包 
括端点 h 显然，7-面的维数是 h 这样,〃条直线的排 
列裰盖了整个平面，但它的2-面与 1- 面及 0- 面之间 
不相交 t 不同的 ，面 或1,或 2) 之间也不相交 . 



直线的排列推广到 d 维 空间以 中是超平面的排列，每个超平面是满足十…+ 
形式的线性等 式的# 中点的集合，其中 x , 表示0中的坐标，系数 A 是任意实 
数，并且 A ，不全为 0 a 当时，超平面是一条直线，而 d = 3 时 ，超 平面是一个平 


面， 

在& 中给定超平面集合 A ，， 由 N 构造的排列是划分沪为具近邻关系且变化 
维的域(面） a 也就是说， W 中超平 面将# 划分成若干个凸域，这些，维凸域称为排列 


/KAO 的网格或者 i 面.在每个确定的超平面上，〜中其他超平面 与&的 交产生\ 
范围内的一个 W —1)- 维排列，该 1)- 维排列的网格叫做的 1)- 面， 用同样 
的方法继续对所有的定义的』面. AOV ) 的 O 面也称力 顶点] -面叫做 
边。 


如果 W 中 W = 2) 每一对直线交于一个点，则称排列 / KAO 是简单的.这意味着 W 中 
没有3条直线交于一点*并且没有两条直线是平行的。从某种意义来说，非简单的棑列是 
退化的。 

n 条直线组成的集合 V 上，所有简单排列具有相同的顶点数、边数及面数. 
定理 7-1 «条直线的简单排列中，顶点数 V ，匕边数£ = 面数=+« + 

\ C I 4 f 

1。并且任何非简单排列的顶点数、边数及面数都不可能超过这些数量， 
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证明由《条直线简单排列的定义可以推得。利用关于直线条数的简单数 

.L t 


学归纳法可以证明£的公式。当 n = 2 0 屯两 条直线的交点 
将两条直线分割成4段 ，即 £ = 故结论成立。假设 n — 1 
条直线的任意简单排列 /KW — 1) 有 h _ l 尸条边，插入一 
条新的直线&到/1&一1)，丄把/1(« — 1)中^ 1 — 1条直线 
的每条直线上的一条边分成两段，同时^本身被— 1) 
中的 «-1 条直线分成 n 条边.因此，当 AU ) 中有 n 条直线 



时， — 1> 2 十（《 — l )+«= V a 故£的公式成立。 


图 7-2 改造直线的排列成为 
带有相同参数(边、面)的平 
面囝 * 这里 n = 3 并有7个面 


为了 证明厂 的公式，先将《条直线的排列 > U «) 改 
造成与/1(«)具有相同参数(边数和面数)的图 C : 首先.在 
400中„条直线上截取《条线段(保留所有交点>,并在的无穷域中任取一点9，然 
后将各线段的端点与 g 连接起来，如图 7-2 所示.这样匣得到平面图 G ， G 有 V + 1个顶 
点上条边和 F 个面，其中 V \£ 和 F 分别是乂(《)的顶点数、边数和面数。注意，这时有一 
个面(图71中编号7的面)成为 G 的外部面。依据欧拉公式 V —£ + F = 2 便可以得到 (V 
+ l ) — £+ F =2 f 或者 F = £ —V + 1 ，再代入 V 和£的已知值，便推得 


F = ^ - i = (n : 十 „ + 2)/2 = j^) + « + 1 

对于非简单排列，至少有 3 条直线交于1点，所以4(«)的顶点数、边数及面数均不会 
超过上述表达式所表示的限界。 证毕 

当有々>2条直线交丁 ■ 1点时,可以稍微移动(干扰〉这些直线，使其没有3条及3条 
以上直线交于1点，如图 7-3( a ) 所示。如果 乂 ( JV ) 中有两条直线平行，我们只要稍微转动 
其中的1条，就可以改变原来的非简单排列成为简单排列，如图 7-3( b ) 所示，显然，在这 
两种情况下， / KAO 的参数 V 、£ 和 F 的值都将增加 a 这说明，非简单排列转变成简单排列 
将增加排列的组合复杂性，因此非简单排列不可能是最坏的情况。 




依据定理 7- l ， V 、£ 和 F 的数量都是扒^)，所以构造平面上直线排列的算法均具有 
二次方复杂性。 

当 d = 2 时⑺ 条直线的简单排列可以表示为一个平面图。另外，可以用面网格 
结构表示 3 ( W )， 它是一个树结构,其结点代表一个 ； -面,并且每个结点包含辅助信息，比 
如指向包含对应面的超平面的指针 a 如果广面/与 ()一1) -面多相邻，即发是/的边界，那 
么对应于 i - 面/的结点与对应于 (> 一 1) 〜面左的结点构成父子关系 & 图 7-4 是图 7-1 中关 
于排列的面网格结构的一部分 & 

为了设计有效的构造排列的算法 t 要介绍排列的一个重要组合性质，即在已有的排列 
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中增加一条直线，该直线所能穿过的网格边的数目不会过多，这就是下面阐述的区段定 
理。 




假设已给定 D 条直线的简单排列 / l ( w ) 及直线 L ， 又设 > KA/)U ( L } 是简单排列。用 
或 za ) 表示 4( N ) 中/,的区段，显然， za ) 是 4(7^) 中与 L 相交的网格（面）的 
集合比如，在图 7-5 中 Z ( L )= { A y B , C , D , E , F ) 9 区段定理限界这些网格(面)的边的总 
数，该总数用 =(/.) 表示*令 Ml 是网格（面 M 的边的数目。图 7-5 中卜卜4, 
| C | =3, =4，| 五 1=2及|门=4 & 注意，相邻网格(面)的共同边界计数两次。图 7-5 中, 

之<人）=|/1| + |方| + |< 7 | + |/>| + 1 £| + ^| = 19。另设^ = 0^(之(1))，之(人)是《的函数。 

L 

^ 可作为7^节中增量算法的复杂性的限界， 

定理 7-2 设奶是《条直线的排列』 eMAOM ( iV ) 中与 L 相交的网格（面）的 
边的总数是 ( X «) ，更确切地是 

证明不失一般性，假设简单排列 A ( AO 中插入一条新直线之后仍是简单排列，并且 
寻找区段的直线 L 是水平的，以及假设 / KW ) 中没有垂直直线，由于简单排列的复杂性是 
最坏的，所以不考虑退化情况的上述假设是合理的。 

因为没有直线是垂直的,故划分 2( A ) 的每个网格 (面) 的边成左边界和右边界是可行 
的，图 7-5 中用点线表示网格（面）的左边界。网格(面) C ： 只有一条左边界*该左边界的上、 
下端点是网格（面) C 的最高、最低顶点，而且是唯一的。网格(面)石、/)与£分别有唯一的 
最高顶点，但都没有最低顶点 。 网格(面) F 既没有最高顶点，也没有最低顶点 & 另外，左边 
界和右边界有对称作用，因此仅需考虑对 I 产生影响的左边界的数目，并记左边界数目 
为 图 7-5 中 = = 

采用对《的归纳法证明。^=0时，空排列无左边界，所以成立假设 
加一3成立，设是满足假设的《条直线的排列，选择与直线 A 交于最右边的一条直 
线，如图 7-5 中的 L s ，记人 5 为^从 4( 奶 中删去 r , 得到 4( JV -1), 它是 d(AO — W 的排 
列，并且有 n — 1 条直线，因而归纳假设成立，即 — 3。现在把 r 插回到 / KN -1), 
此时可以使匕^至多增加 3 ,下面证明这一点 j = L s 插人之后，将原来的一条左 
边界（图 7-5 中 A 4 ) 分成两段，再加上新插入的〜同时其他某些网格 (面) 也将发生变化 a 
从图 7-5 中删去 r 之后形成的排列 1), 如图 7-6 所示，图中网格（面)故， 
和 G " 等均与直线 A 相交 ，在 A(JV — 1) 中插入 r 之后(见图均被 
割去部分子域，被划分成£和/^及变成 B 之后，左边界仍是1条边 , D 的左边界数目 
仍是 2, C 的左边界变成1条边(减少1),£和厂的左边界数目比 G 的左边界数目增加夂 
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总之，插人 r 后，左边界数目由8增加到9。 

当插入新的直线时，仅需要左边界数目增长的上界，而不是精确的数值。另外，选择最 
右边直线进行插入是为了得到左边界的限界， 

选择 r 可以得到与 3( A 0 中的最右的交，记该 
交为1 I 必然位于 MGV —1) 中与人相交的最 
右网格（面）中，即图 7-6 中的上的一部分将成为 
/ KAO 的最右边网格的左边界•因为1在 r 上，并且由 
/向右 的射线必定在最右的网格中。因此，，■至少包含 
--个新的左边界。但「不包含 / UJV ) 中任何其他的左 
边界 （ r 不包含图 7-5 中几条新的左边界），由于包含 
不止一条左边界的 / U 7 V )( 比如图 7-5 中的任意直线 a 必定被一条分裂网格的直线彡 
(比如 A ,) 切割，但另一方面4在 a 的右边与 A 相交 4 这样 w 与 /. 的交不可能位于最右 
边，因此选择了 ^ 

得到 r 只包含1条新的左边界的结论之后，仅需限制 r 分裂原有左边界成两段.比如 
图 7-5 中的将图 7-6 中 G 的1条左边界分裂成两段，其中一段是 F 的左边界，另一 
段是£的左边界.这样分裂只能发生在 /KW — 1) 中 L 上的最右网格内（图 7-6 中 G 内 h 
因为 r 是割去而不是分裂与它相交的所有其他 网格。 

这样^仅能分裂最右网格的左边界 & 因为网格是凸的, r 至多只能与它的两条左边界 
相交，所以 r 至多可以分裂两条原有的左边界 & 因此，插入 r 之后可以增加1条新的左边 
界，并 a 至多分裂两条原有的左边界，而每分裂1条原有的左边界便增加1条左边界，使 
得/，…至多增加3,得到 K 3 G —1) + 3 = 3 l 证毕 & 



7.2 确定直线排列的算法 


为了设计构造直线排列的算法*首先要解决算法的输入、输出的表示问题，可以用直 
线的斜率和截距来表示输入直线 t 用类似于多面体面的表示方法或图 7-4 中的表示方法 
表示直线排列的输出。 

下面介绍构造直线排列的增量算法 a 假设已构造/ 一 1条直线的排列 4(; 一 1)，插入 



第/条直线 A 之后，要求构造排列 4(0, 为此_需要 
求出 —1) 与 L , 的所有交点。我们首先用常数时 
间找到厶与— 1) 中的任意一条直线的交点& 
如图 7-7 中, r =^ rUs 然后由 I 向前沿乙的区段 
: Zd ) 的每个面的边按顺时针方向前进，即图 7-7 中 
用曲线表示的路径。直至遇到 L , 与另一条直线相交 
并求出交点，重复此过程，当遇到区段的一条无穷边 
时前进终止，图 7-7 中，从 x 出发经 C 的三条边遇到 


M 和厶相交并求出交点之后，重复该过程，即经过 
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D 的三条边的两条边和 F 的三条边，最后进入 F 的一条无穷左边界 4 这样便 求出八 
与 LMM 的交点，终止该过程，同理，从: r 向后沿 i ? 的边界按逆时针方向经过 B 的三 
条边，求出 h 与八 的交点之后，再沿 A 的边界按逆时针方向 经过/ 的一条边，最后进入 
A 的一条无穷右边羿，终止该过程。经过每个面的边界耗费常数时间，插入一条直线的总 
耗费取决于区段的复杂性，由定理 7-2 知，该复杂性是 OUK 注意，如何使用排列的结构 
来避免分类，在找到与 A 相交的所有交点之后，耗费时间可以将 4(/ 一 1) 倏改为 
因此整个构造过程需要0(« £ )时间9 
构造直线排列的增置算法 
步 1构造 A <0), 空排列的一个数据结构， 

步 2 for f = lt2 , …，穴 do 

将直线厶插入 — 1) ，过程如下： 

寻找厶和 — 中某直线的交点: T . 

由 x 出发沿 Z ( L ) 中网格向前移动。 

由工出发沿 2^) 中网格向后移动. 

修改 /Ur — 1) 成为 / IG ) 

定理 7-3 平面上《条直线的排列可以在时间及空间内构造 & 

证明 上面的分析已证明该算法需要 OM ) 时间。正如定理 7-2 中所见到的那样 .結 
构也是这么大 ， 因此，在最坏情况下存储该结构需要 0(/) 空间证毕。 

上述关于直线排列的概念、理论与算法可以推广到高维.比如 W 维超平面的排列中 
任意维的面的数目是0( 〆 ）.任意超平面的区段的复杂性为0( 〆 s ), 在0( 〆 )时间和空 
间内可以构造这样一种排列。具体地说， d =3 时，三维中平面的排列具有复杂性 OUM * 
并且可以在 O ( V ) 时间内构造。 

7-3 对偶性 

S 计算几何中，对偶变换将起重要的作用 ，因 为它们可以把一个问题变换成另一个问 
题，从而使问题的求解获得新的途径。本节介绍三种对偶变换并说明其相关的性质。 

首先考虑凸多面体与 凸壳。给定以 中点的集合1定义 s 的凸壳 CH ( S ) 是包含 S 中 
所有点的最小凸集.当 S 是点集时， CH ( S ) 表示 S 的 凸壳； 而当 S 是半空间集合时. 
CH ( S ) 表示由 S 形成的凸多面体，如果点 Mes ) 是 CH ( S ) 的一个顶点♦则称点户是 S 中 
的一个极值点，否则称为非极值点。^中凸壳的简单例子是心单纯形，而组成它的每个侧 
面是 W —1)- 单纯形。2-单纯形恰好是一个三角形_1-单纯形是一条边.如果 CH ( S ) 的所 
有广面是维数 j 的单纯形，则称 CH ( S ) 是单纯的，图 7-8 U ) 中的 CH ( S ) 是单纯的，而图 
74( b ) 中的 CH ( S ) 不是单纯的 T 因为它的底面不是单纯形。 

给定广中点的集合 义定义 S 的上凸壳是集合30((0,+”，0,^0)丨的凸壳 4 
凸多面体和凸壳是对偶几何结构，也就是说，存在一个几何变换将凸多面体变换成凸 
壳 ，反之 亦成立6考虑映射点/ Oil ，… Ttirf ) € 到超平面<{=4了1十… + UW 二1的 
变换 7 T . 其中 <"〃■) 表示向發的内枳，并且假设〃.心不全为 0.7’ 的逆变换亦成立。显 
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(a> 


(b> 


m 7-8 

( a > 是单纯形的 < b> CH(S) 不是单纯形的 

然有： T(7 T 4)) = h，CHCS) 是由〆 中半空间集合 S 构成的 任意心 多面体，井设 s 表示 
由变换 S 中超平面所得 到的以 中点的集合，如图 7-9 所示 t 



图 7-9 对偶 变换了 
—^ 5中的线 . ： S 中的点 

变换 r 将单位球…上的点 P 映射到在户处与单位球正切的超平面 t 一 

般说来，它映射离原点 o 距离为 d 的点 A 到离原点距离力+的超平面，该超平面垂直于射 
线 A 

对于中的超平面 A, 令 A- 表示包含原点的超平面所限界的半空间， A+ 为另一半空 
间。如果用系数向量及方程 AA+ … +Aw=l 表示超平面 A， 那么对于任意点 

( P ， h ) = < T ( / >), T ( A )) (7-1) 

此外，点 户位于 超平面 A 上，当且仅当 〈户, A > = 1; 点 户位于 A + 中，当且仅当 <户4>< 
u 依据式(7-1>，变换 r 有下述 性质： 
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(1) 关联不变性 :点户 位于超平面 a 上，当且仅当点 ru ) 位于超平面: r ( p ) 上. 

(2) 包含不变性：点户位于半空间>，当且仅当： T ( A ) 位于 T (/0+( 丁(/ >)), 
这些性质表明（见图 7-9): 

(1) 超平面变换到 chg ) 内一点，该超平面的限界半空间 A + 的内部严格地包含 S 
的点。 

(2) 更为一般地，超平面 A 变换到面 CH (5) 门了<>)的内部的一个点,该超平面包含 

点的子集; 7 CA 并且它的限界半空间 V 内部严格地包含 S 的剩余点。 

这意味着： 

(1) ^中冗余超平面变换到 S 中非极值点，反之也成立。 

(2) 5 中非冗余的超平面变换到 S 中极值点，反之也成立。这样 CH ( S ) 的面与 CHG ) 
的顶点一一对应 4 

(3) 更一般地，对干 ( Kj ^ Z - lXHCS ) 的 j ■面与 CH ( S ) 的 W —1)- 面之间存在 
—一对应关系， CHCS ) 包含于 6’ 中超平面叉…内，而 CH (幻是 点夂, 义,…的凸壳， 

⑷如果 CHCS ) 是单纯的，则 CH ( S ) 是单纯形的，反之亦成立， 

类似地，上凸多面体和上凸壳是对偶几何结构，它们之间的对偶变换是用抛物面 ： r , 
=W + … + W - , 并让 (0, …_0々>)起原点的作用代替变换了中的单位球所得到的，该变换 
称为对偶变換/> 6 

现令 S 是 E 4 中超平面集合，对任意超平面 A € S _/ T 表示由/：开始沿轴正向延伸 
产生的半空间，而 A - 表示另一半空间 6 考虑将每个点(心…，乂)映射到超平面^ = 2/^^ 
+…沁的变换 /), 反之亦成立 & 变换 Z ) 把位于抛物面心=4+…十^^上 
的点 P 映射到在 > 处与抛物面正切的超平面，此外，如果两点&和化位于平行于^轴 
的直线上，则已变换的超平面是平行的并且它们之间有相同的垂直距离，如图7-〗0所示。 



图 7 -10对偁变换乃 
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变换 D 具有下述 性质： 

(1) 关联不变性:点户位于超平面 A 上*当且仅当点 D ( A ) 位于超平面 D ( 户） 

(2) 包含不变 性：点 户位于半空间 A — ) t 当且仅当点位于 D ( p )^( D < D ) 

设 S 是 S 中通过变换超平面得到的点集.上述性质表示 S 的上凸多面体和 S 的上凸 
壳是对偶的几何体，如图 7-10 所示， CHCS ) 的广面和 CHC §) 的 ( W-r 1)- 面之间存在一 
—对应关系，对干也存在这神对应关系，其中04(幻的>面包含于5中超平 
面…的交内，而 CH ( S ) 的面是点夂，义，…的凸壳， 

下面再介绍点与直线之间的一种对偶变换 C a 把平面上点 p 的坐标分别作为直 
线的斜率和截距，这就建立了平面上点与直线之间的变換打，即直线 L : 对应 

干存、 P 二 On ， b )。 为了方便起见，我们取 L : — 6对应于点显然有 

/T (人）=户并且 />' (户）= /.，但上述对应关系并不明显，如果选取6 = 乂则直线夕= 2訂一 
7在点(心^)处与抛物线 j = ? 相切。这样，变换把点户 = U ， M 变换为切线。如果 
心<^，则 zy (力)把点户映射到平行于切线但高于切线的一条 直线; 若则汀 4) 把 
点户映射到切线下面的一条平行线 + 如图 7-11 所示 . 



对偶变换灯具有下述基本性质 ； 

(1) "是其自身的逆，即汀沿 &))=/, 其中是一个点或是一条直线。 

(2) P 是平面上所有非垂直线与所有点之间的一一对应关系。 

<3)点广位于直线 L 上，当且仅当点以（人)位于直线 f (户)上 & 

(4) 直线 A 和匕交于点心当且仅当直线 0(/0 通过两点汀（/^)和//(/^)。 

( 5 ) 如果点 f 位干直线 L 的上（下)方，则直线 D f ( p ) 位干点 £/(/.) 的下(上）方6例 
如，在图 7-11 中，点^在直线占的上方，而直线 C 在点 A 的下方。 

作为对偶性的一个应用，考虑半空间域的査询问题。设 S 是浐中点的集合,给定半 

空间域 / ug 的是报告或者计算落入 A 中的 S 的所有点。如果使用上面介绍的对偶变换 /) 

将 s 中的点映射到#中的超平面，并且类似地把限界 a 的超平面 s 映射到点那么 

半空间域的查询问题变换为下述问题；报告或者计算位于点乃仏）上面或者下面的 D ( S ) 
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= ipeM 中的所有超平面，它依赖于 a 位于石的下面还是 位于石 的上面 ，如图 
7-12( a >、（ b ) 中所示，如果在由 DCS ) 超平面形成的排列中确定 任意心 网格山那么点 
d 上面的(或者下面的)超平面的集合仍然是相同的。因此，半空间域査询问题和超平面排 
列中点定位问题构成了对偶关系。 



图 7-12 

半空间域査询 ( b ) 对偶空同中半空间域査询 


7* 4 Voronoi 圈 


本节讨论排列与 Voronoi 图之间的关系。 


7+ 4. 1 -维情况 


假设在工轴上给定点集 *5= (: n ,;, …，将 j ：,<7 = l ， r !) 向上投影到抛物线 
上，其投影点坐标为(:在点 ( rm ?) 处，抛物线的切线方程为 T ; > : y =2 ^x —该切 

p 

线是打 即 r /( u ， w )) 等于 抛物线在点 uy ) 处的切线，反之 zy (7'_) 
等于点抛物线上两条相邻切线乃与 1 +1 之间交点的 T 坐标是它们生成点 A 和 


力 + 1 之间的中点，即和处的切线的交点的: T 坐标为 ju + 〜山这些 
交点垂直投影到： r 轴上便产生 S 的一维 Voronoi 图，在图 7-13 中， S = { — 15 4 — 3 , 1 ， 10 , 


20丨，作抛物线在（一 15,225 )〆 一 3,9>,(1,1),(10,100)， （20,400) 等点处的切线，相邻切 


线的交点在 I 抽上的投影点一 9, 一 1,5 |,15恰好是点集 S 的 Voronoi 图，图中用小圆 


表示。 


在图 7-13 中 + 抛物线完全位于切线(直线)排列的网格^内，网格 C 的边界頂点在 I 
轴上的投影点恰好是 (■一 维)点集 S 的 Voronoi 图 6 下面换一种方式来观察，由抛物线上点 
<6,6 2 )向下作垂直线:碰到网格 C 的第一条边，并将其映射到6所在的 Voronoi 网格 
中 U 轴上的一条线段 h 为了解释这个观察，设: T 是在点处与拋物线相切的一条直 
线， T 的方程为抛物线与 x ^ b 上方的 T 之间的垂直距离 d 是 u 与6之间 
距离的平方，事实上 —(2 d —= 如图 7-14 所示，其中 （6 — 幻 <1, 

因此 d <(6 — ah 这表明，由抛物线上点 ( hP ) 向下作垂直线时，如果先遇到切线7、后 
遇到切线7\，那么 T , 距6上方的抛物线比厂距6上方的抛物线近，因此6离 x 比离& 
更近。 
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图 M 3 抛物 线切线 的排列 


由上述观察可得到下面的结果 & 

定理 7-4 抛物线 J = x 2 上由点向下移动垂线: r=h 遇到切线的顺序与由々向 
左移动遇到的产生切线的^的顺序相同。 

定理 7-4 表明切线的分类对应于最近邻近分类。 

下面讨论排列与二阶 Vomnoi 图的关系。定义二阶 Voronoi 图为划分有关空间(现只 
讨论 I 轴)成具有某种性质的点的域，该域中的点距 S 
中点 A 距离最近，同时距 S 中另一点 A 距离次最近6 
在此定义中与九的顺序无关紧要。因此，如果^的 
最近邻是 A 并且它的第二最近邻是 p ,， m 的最近邻 
是 A ， 第二最近邻是那么“与&位于相同的二阶 
Voronoi 域中，该二阶 Voronoi 图隐含在拋物线切线 
排列的边中，并且这些切线的垂直上方仅有另一条切 
线，这些边包括称为该排列的2-层的那些边图 7-13 
中切线排列的2-层边链用虚线表示2-层边链的顶点 
在 r 轴上的投影点将^轴划分成若干个区间（退化的网格 h 这些区间中的点 a 离5 
中点 A 最近，同时^离 *5 中点九次最近。在图 7 -13中，当 x >15 时，离: r 最近、次最近 

的 S 中的两个点是 (20,10); 10 y < x <15 时，离 _ r 最近、次最近的两个点是 （ 10, 20) ; 

5 |< x <10 +时，离 r 最近、次最近的两个点是(10，1 ) 等等。 

如果切线排列的边 A 的上方有〖一 1条切线，则称6为排列的 ，层边 ，在图 7-13 中，排 
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列的 3 -层边链用点线表示，图中2-层边链(虚线)和3-层边链交于三个点巧，1； 2 与1^设 
h 在: r 轴上的垂直投影为点 a , 过点 x=a + e ( e >0 且值很小)作垂线，沿此垂线从上到下 
将碰到三条切线，设为上仏匕显然，在 x 处，5在2-层上， C 在1层上。再观察点 i = a -€ 
处/在 2-层而5在3-层，并且 B 和 C 的交点的: r 坐标为&所以表示从<儿別到 
M ， C 1 的前两个最近邻近的变化，这证明2-层边链和3-层边链的交点％、％与巧在 : r 轴 
上的投影点是二阶 Voronoi 图中不同 Voronoi 域的分界点，也就是说，二阶 Voronoi 图中 
的边界点是排列的2-层边链和3-层边链交点的投影点。图 7-13 中，点 a 是2阶 
Voronoi 图的边界点. L 层边链上的其他顶点 〈不在 3-层边链上）在轴上的投影点表 
示两个最近邻近顺序的改变（比如，之=1 5 “20,10>的顺序变成（10,20)的顺序），但不 
改变最近邻近集合(:处，最近邻近集合是（10,20>)，所以2,层边链的其他顶点（不 
在 3 -层边链上）在： r 轴上的投影点不是二阶 Voronoi 图的边界点。这样便得到下面的 
结果。 

定理 7-5 抛物线切线的排列中“层边链和 r + 1 层边链的交点在 : r 轴上的投影点构 
成点集 S 的?阶 Voronoi 图， 

7. ‘2二维情况 

上述关于一维情况下的定义及结果可以推广到二维。给定平面上点的集合5= {户,， 
九，…， / O , 由 A 心 =1"^) 向上作垂线交抛物面于 a , 过+作抛物面的切平面，这样便构成 

切平面的排列。该排列的1层面边界链的棱边在^平面上的投影组成点集 S 的二维 
Voronoi , 同样， A 阶 Vomnoi 图是々层和 Ofe + 1 >层面边界链交的投影，它是边和顶点的 
集合。 二阶 Voronoi 图的例子见图4_ 4 2,因此，所有高阶 Voronoi 图嵌入正切平面的排列 

中。 

由于三维中平面排列的构造需要时间，而层都被嵌入排列中，层之间没有共同 
的面，即所有高阶 Voronoi 图嵌入正切平面的排列中，故构造所有 A 阶…— 1) 
Voronoi 图的复杂性是 CK« 3 ) t 

7.5 应用 


本节介绍排列的几种应用. 

7- 5*1 h 最近邻近 

作为排列的一种间接应用 ♦就 是利 (用 排列先构造 Voronoi 图，然后依据 Voronoi 图的 
定义，解决寻找査询点的最近邻近问而如果先构造 A 阶 Voronoi 图，那么寻找査询点 
的是个最近邻近问题也可以得到解决。这常用于4个最近邻近的判定规 则”; 把未知量按 
它的*个最近邻近的表示进行分类。在设备定位、信息检索以及面插入等实际问题中，都 
可以 碰到是 个最近邻近问题 & 
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7.5.2 删去隐藏面 


现今人们利用计算机制作电视广告或者电影持技，在这些应用中最频繁使用的是删 
去隐藏面。例如将多种彩色多边形拼接成所需要的各种图案，如果这种拼接允许重叠，那 
么就要删去被遮盖的部分。 

设输入多边形顶点数目为并且一组多边形遮盖另一组多边形•如图 7-15 所示*这 

时至少产生^个交点 ，在刪 去由这些交点组成的某些多边形之 

后，才能显示出两组多边形重叠的场景.因此在最坏情况下最佳 
算法的时间复杂性不低干现已有处理该问题的许多箅 
法，比如 f 算法，它们的复杂性为比该问题的复杂 
性下界高 Iog « 倍。 McKenna 利用排列方法已设计出最坏情况复 

杂性为的算法下面简要介绍这种算法。 

假设多边形在空间不相互穿透，即它们可以有重叠的部分 
和重叠的边界，但它们的内部是分离的；另外，假设视点离多边 ® 7 - 15 
形无穷远，使得所有视线是平行的，并且不处理透视的情况。不 
失一般性，设眼睛在(0,0，+^)，即 s 轴正向无穷远处，这样，视野平面是-平面4 = 1 
在所有多边形下面放置一个充分大的背景多边形使得所有视线都碰到问题是要确 
定由给定观察点可见到的场景，另外，一般问题可以变换到这个问题， 

首先把输入凸多边形的每条边投影到平面(只要删去端点的 r 坐标） ，这称为正 
交投影。然后在: D - 平面上将投影线延伸成直线，这样便构成平面上《条直线的一种 
排列4(«)，由定理 7-3 知，在 00^) 时间内可以构造 4( n )。 现要确定 /(«> 的一个网格，它 
们是由多边形集合中位置最高的多边形投影到 xy 平面上形成的，该多边形离眼睛最近, 
而离平面最远。由于每个凸多边形投影到平面上只产生一个网格，所以可以对网 
格着与形成该网格的多边形相同的颜色 & 

一种简单的算法需要 OW ) 时间,这是由干 4( h ) 有 CKW ) 个网格，对0(» 2 )个网格中 
的每个网格，计算0(«)个多边形的每一个多边形的高度，而要求每个网格仅耗费常数时 
间。 


n n n n 


u u u u 


Mckenna 算法使用了排列的拓扑扫描，他推广了 Edelsbrunner 和 Guibas 提出的平 

面扫描方法，这种方法不是扫描排列面上的一条垂直线，而 
是扫描一条垂直的虚设线 L . L 是与400中的每条直线仅 
相交一次的曲线，在交点处 L 从下向上穿过中的直 
线 . 取 L 为曲线的优点是，在优先队列査找中不必耗费 
CKbg«) 时间确定哪个点是下一个要扫描的点。也就是说， 
m 7 ' 16 —可以保持可扫描顶点的-个无序的聚集: L 穿过的那些顶 

点与相邻的两条边关联，图厂16中顶点是可扫描的，因为 L 穿过的网格 C 的两条相邻 
的边与 d 是关联的。 

除了确定的排列之外，算法保持的数据结构包括澉活的网格表和 L 穿过的边（比如 
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图 7-16 中阴影网格）的表，并且对于每个激活的网格（'其投影包含 xy 平面中网格 C 的 
所有多边形的表，将这钱多边形按深度进行分类。注意，只对激活的网格保持这些表 & 
由干人穿过所有〃条直线，所以总是有^ + 1个网格。这些表能够提供足够的信息以确定 
/ KW 的每个网格的最前面的多边形，当扫描一个顶点时，旧的网格消亡而新的网格被激 
活，但它们的包含多边形的表或者相同或者几乎相同。为了使的所有网格中每个网 
格的修改只耗费常数时间*可以利用这种相关性来传递穿过已扫描过的顶点的足够信息, 
这种刪去隐藏面的算法在最坏情况下的复杂性是 

实际应用时这个算法不是最好的，因 为它总是需要时间和空间。在许多实际间 
题中，重叠部分没有图 7-15 那么复杂，因此要设计出对输出场景复杂性敏感的算法，这种 
算法称为输出规模敏感的隐藏面算法，这是当前的一个研究课题. 

7. S .3 特征图 

计算机视觉中的特征图 （aspea graphs ) 的概念是为辅助图像识别提出的，其思想是 
存储一个物体可以提供给观察者的全部特有的视野*然后把这些视野与实际上所看到的 
视野进行比较.对于一个多面体，利用组合的等价性确定持有的视野:如果图像有相同的 
组合结构，也就是说，视野平面上多面体的可视面投影所产生的已标记的平面图是相同 
的.那么从两个视点所看到多面体的特征相同。可视空间划分 ( VSP ) 是一种把对象外部所 
有空间划分成连通域或者特征不变的网格 . 最后，特征图是 VSP 的对偶，每个域对应一个 
结点.并且给面的连通域分配一条弧。 

排列为理解凸多面体的 VSP (或者对偶的抟征图）提供了一种几何结构对于多面体 
/>，其 VSP 的确是由包含 P 的面所在的平面形成的排列 & 例如，考虑图 7-17 所示立方体 
的排列，它划分空间成26个无界域，其中6个是基于立方体面的矩形柱体， S 个是与顶点 
关联的井位 f 顶角的拄体，以及12个楔，每个楔与立方体的一条边关联 6 考虑由网格 /I 
移动的点观察立方体•穿过排列的面/,进入相邻的网格方,如图7^17中解释的那 
样.假设由网格 A 来观察，排列面/所位于的那个平面的立方体面 F 是可视的，那么当户 
在/上时,就是从边上看 F ， 而当户移动到网格方时, F 就不可视了，因此，/的确表示持 
征的转变。 



图7,17包含方体面的平面排列 * 由网格>1可 m f 而由网格 s 看不见 f 
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由定理 7-3 的推广能够得到 r * 个顶点的凸多面体的 VSP 有规模0(^)，并且可以在 
o ( v > 时间内构造 a 依据 VSP 的表示 t 特征图是有 效的. 

7* 5*4 点集的分割 

给定平面上 Z 3 个点的点集 义并假 设没有3个点在同一条直线上，要求作至少穿过一 
个点的平分线将 S 分成 d 与 iM 吏得= 

A 3 节中介绍了对偶变换把平面上的点变换为直线，即户 =0 4) 对应于^ = 
2^ r —仏 这样, ZT 使 S 中的点对偶化，产生^条直线的排列下面讨论点集* S 的所有 
平分线的确对偶于4(«)的中间层的（以及它们连接的顶点）边的聚 
集*该边的点恰有 (〃一 1)/2 条线分别位于其上方和下方由对偶变换以的基本性质 (5), 
点户 eA /編对 偶于线当 /上方 有线时，线 ZT (户) 的下方有相同数目的点。由中间 
层的含义，在上方有 u — 1>/2条线，所以在下方有 s 的~ 一 1)/2 个点，也就是 
说*灯（々） 平分义 因此， zr ( p ) 是一条平分线 iff peM ㈣ 。 

定理 7-6 点集的平分线对偶化为对偶排列线的中间层。 

由该定理知，分割3和 B 的线必须对偶化为位于 A /^^和 上的点（其中丑(《>是 

对偶于 S 的排列）.因此*通过求两个集合中间层的交可以找到所有的分割。 

设，和及是两个用一条直线可以分割开的点集，利用适当的平移和旋转，能够把它 
们变换到由: y - 轴分割的集合4和£< A 右左） + 如图 7- lS < a ) 所示 4 现把对偶变换汀应 
用干/ I 和 / J ， 排列 4 b ) 中的线的斜率均为正值,而£(«)中的线的斜率均为负值，如图 



10 


( a ) 


40 L 


( b ) 



(c) 


图 7-18 

( a > 两个集合 /I 和方中均有5个点，所示线 i 平分」和办 

( b ) />0时+点的对偶 （< a ) 中点集 J ) 线有 JE 斜率 

( c ) 时，点的对偶 <( a ) 中点集方)线有负料率 


由于 A /」 ⑷是由正斜率线的子线段组成，并且是严格单调增加的，同样，是严格 
单调减的（图厂⑻仏⑹中用实线表示此⑷和旭心丄因此和必交于一点. 


该交点的对偶线分割点集 / I 和方。图 7-19 中的交点 


的对偶线 L : J 


7-18(b)，（c) 所尔。 
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图 7-19 与的交点 

EdeUbrumier 提出的一个算法，对于有《和 m 个点的集合不构造 4 U ) 和 
ZJU ), 在 OG + m ) 时间内可以找到这个交点，从而将/!和 i ? 分割开。 
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第 8 章算法的运动规划 

s 计舁几何中的一些研 究问题 来源丁 机器人 学领域，这些间题称为运动规划或奔更 
准确地称为算法的运动规划 t 本章研究该领域中的某些间题及其求解的算法 a 假设二维 
和三维空间中存在多个障碍物，这些障碍物呈多边形或者多面体.另外，一个可运动的物 
体从空间中的点5移动到另一点~运动的物体碰到障碍物时必须绕过它。这里可以提出 
许多问题，例如，求从5至£的最短路径;运动物体的形状是点、一条线段、一个凸多边形、 
一个圆或者任意多边形，求从5至 r 的路径等等.物体在运动过程中，要避免与所有障碍 
物的碰撞，也就是说，物体边缘上的任一点〃与障碍物的一个内点重合时，就发生 碰撞; 点 
^沿障碍物边界的滑动是允许的 6 没有碰撞的路径称为自由路径。本章主要讨论以下三类 
问题： 

<1)判定问题:运动物体（即机器人)穴能够从^移动到 r 吗？即从5至 r 是否存在一条 
自由路径。 

(2) 构造路径:寻找机器人从 j 移动到 r 的一条自由路径 t 

(3) 最短路径:寻找机器人片从 s 移动到 r 的一条最短自由路径 

另外，当/?具有不同几何外形时，可以再次提出上述三个问题。问题（1>比问题 (2) 容 
易（可以举出例子来说明这一点>，而问题 (2) 又比问题(3> 简单>1题 (3) 中“最短”的含义. 
一般是指自由路径松度最短 t 但进一步研究发现“最短”与尺的外形也存在一定关系，如 
果 R 是一个圆*那么“最短”的含义是清楚的 * 而是一条可以旋转的线段时,理解••最短” 
的含义就不那么简单了 t 这时先给出几个不同的定义，在此定义下求最短路径。 

下面仅考虑几个最短路径问题:首先，机器人是一个点 ( S . 1节）然后，研究两个容易 
理解的运动规划间题:平移一个凸多边形 (8. 3 节）； 移动一个梯状物，或退化为一条线段 
(心4节）。另外，讨论移动铰链机器人臂 <8.5 节），最后考虑分离连接智力片的问题 ( S .6 
节 h 

8.1 最短路径 

本节假设障碍物是多个离散的多边形，而且多边形顶点总数为《，给定起点5和终点 
和2不在任一障碍物多边形内部，问题是寻求 s 和 r 之间的最短路径。解决这个问题的 
一种方法，其思路是先求可视图*然后由可视囝寻找最短路径。 

8* 11可视图及其构造 

…组多边形的可视图 g =( v %£) ，其中结点 we v ) 对应于多边形的顶点，边 we £) 
对应于可以互相“看见”的顶点对… I 注意，边^可能与多边形边重叠，这样，多 
边形的边也在可视图中。 
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从 J 至 f 的最短路径是由线段组成的一条折线，如图 s -1 所示*折线的两端点或者是 
或者是多边形的顶点，也就是说，多边形的顶点可以取为起点和终点.这样.最短路径 
可以看成是障碍多边形顶点的序列，或者最短路径是由可视图（图 8-2) 中边组成的序列。 
基于这个观察，有下面的结论 . 




ffiS -2 可视13 


定理8 1 最短路径是障碍多边形顶点可视图的一条子路径. 

下面分三步证明该定理的正确性： 

(1) 路径是折线的 & 假设相反，即路径不是折线的*该路径包含弯曲部分这样，不 

可能是 C 的所有部分都沿着多边形边界*因为多边形边界不是弯曲的_因此，必定有一个 
不与任何多边形相接触并且可以用直线段代替的 C 的凸子部分，这与路径是最短的假设 
相矛盾1 . 

(2) 路径的拐弯点是多边形的顶点：自由空间中的任何拐弯可以抄近路 D 

(3) 路径的线段是可视图的边：由可视的定义以及构成自由路径的定义可以推出。 
由于可视图是有穷的，依据该定理.从5至 f 的最短路径必由一有穷路径集合中可以 

搜索得到。但该路径集合可以表示为多级多叉树结构，因此路径的数目可能以《的指数增 
长^为了获得有效的最短路径算法，先考虑可视图的构造 . 

构造一组多边形可视图的边几乎与寻找多边形对角线相同，唯一差别是 :多个 多边形 
与一个多边形，外部可视与内部可视 & 一种算法是对于不同多边形的每个顶点对化和 
检査 W 是否与多边形边相交，如果都不相交，则 …是 可视图的一条 

边； 否则，就不是可视图的边 。 由于顶点对数目可以达到 OU 0, 而多边形边数为0(«)，所 
以该算法的复杂性为另外，可视图边的数目为因此,( XV )是寻找可视图的 
任意算法的一个下界。利用第7章介绍的排列方法导致一个最佳算法，时间复杂性为 
0(^). 经过长期的研究之后， Gliosh 和 Mount 找到了一个关于输出规模敏感的算法.复 

杂性是 m « bg «+ 叫） ，当然 .|£|=0( VM 旦是多数情况下， ㈤ 比=小得多。 

.u i 

8* 1* 2 Dijkstra 算法 

假设已构造出一组多边形的可视图，在该图中如何寻找出一条最短路径，这是图论中 
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所研究的一个问题:寻找加权图中的一条最短路径 . 加权是指边的长度，我们用欧几里德 
距离度量边的长度.1959年提出了解决这个问题的一个算法.介绍该算法之 
前先通过一个例子看其主要思想 a 

在图 S -2 中，设想可视边都是由红色液体在其内流动的细管组成，并且红色液体由 5 
出发以相等的速率沿管道(可视图边)流向还是空的管道，随着时间的推移，被染红的管道 
越来越多，路径也越来越长，直到某时刻^终点，被着色。此时由^至/的一条最短路径 
被红色管道显示出来。 

Wjkstra 算法的思想是模拟上述着色过程。设已知图 G 中最接近于姶点 s 的 m 个结 
点，以及从始点 s 到这些结点中每一个结点的最短路（从 s 到其本身的最短路是零路，即 
没有弧的路，其长度为 Oh 对始点 s 和这成个结点着色然后 t 最接近于 5 的第个结 
点可如下 求之： 

对于每一个未着色的结点: y ， 考虑所有已着色的结点 X ，把弧(: r ，： yO 接在从5到 r 的最 
短路后面，这样就得到从 s 到: y 的 m 条不同路，从这 w 条路中选出最短的路，它就是从5 
到>< 的最短路。相应的^点就是最接近于^的第 m + 1 个结点。因为所有弧的长度都是非 
负值，所以从 s 到最接近于 s 的第 m +1 个结点的最短路必然只使用已着色的结点作为中 
间结点 6 

从所= 0开始，将这个过程重复进行下去 t 直至求得从 s 到 f 的最短路为止， 

Dijkstra 最短路算法 

步1开始所有弧和结点都未着色。对每个结点: r 指定一个数 dOrKWd 表示从 s 
到 X 的最短路的长度（中间结点均已着色 ） & 开始时 ，令 以0 = 0 ，^^)=00 〈对所 有^关"。 
y 表示已着色的最后一个结点。对始点5着色 ，令; v = 5 9 T — 0 ft 
步2对于每个未着色结点 a 重新定义 dU ) 如下： 

其中表示弧 (3 SX ) 的长度对于所有未着色结点: r ， 如 d ( x ) = co , 则算法终止 . 因 
为此时从5到任一未着色的结点都没有路，否则，对具有 Wi ) 最小值的未着色结点1进 
行着色 & 同时把弧 ㈠ ，：!：)着色(指向结点 J ： 的弧只有一条被着色），即了―孤 令 

步3如果结点 f 已着色，则算法终止 。 这时已找到一条从 s 到 t 的最短路，如果/未 
着色，则转步 2. 

注意，已着色的弧不能构成一个圈，而是构成一个根在 s 的树形图 T , 此树形图称为 

最短路树形图。若 x 是最短路树形图中的任一结点，则从 5 到^的唯一的一条路是从 s 到 
1的最短路。 

这个算法可以看成是根在始点 s 的树形图的生长过程。一旦到达终点，，生长过程就 
停止。 

例 给定有向图如图 8-3 所示，用 Dijkstra 算法找出从 j 到^的最短路径， 

步】开始，只有 s 着色， Ws ) = 0 a 而且对于所有 
步2 y = s 


d ( a ) = min { d ( a ) fd ( s )+ a ( sfa )} 
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= min {^*0 + 4}^4 
dib) ~m\n{d{h) ^d{s)-\-a{s^b)} 

= min { c = 5 o ^ OH -71=7 
d(v) 十 1 

= min {^,0+3}^3 

d(d) = min WW) 十 } 

= min 〜丨 =°° 

d(t) =min{d(t) ^d{s)+a(.s^t)} 

= min {^,0 +^} =的 

由 F J ( c ) = 3 是最小值，所以对 c 点着色，并对确定的弧着色，即7_—弧 
(.w h 当前的最短路树形图7 1 由弧 G ， r ) 组成，如图 8-4 U ) 所示，结点 < 未着色，返回步 2 a 
步2 y^c 

cUa)=nvm{d(n) t dic)^-a{c ,a)\ 

= min {4,3 + co } = 4 
d { b ) =min Wd )， d ( e )+ a ( c 、 A )) 

— min ^7,3- f - oo } —7 
d{cD^vmn{ci(d) ^d{c) +a(c ^d)} 

— min { oo ,3 + 3} — 6 
dU) =min{<i(/) ， d(c)+a(c ， f)} 

=min ( w , 3 + ⑺ } = oo 

由于 = 4 是最小值，所以对结点 a 着色，并对确定以 d 的弧着色， 7'— 弧 
(^ a > 0 现有的最短路树形图了由弧和 G ， a ) 组成，如图 8-4( b ) 所示 
步3 £未着色，返回步2。 

步2 y=a 

d{b) = mln{cUb) ^d(a)-\~a(a ib)} 

= min{7 t 4 + 3} = 7 

did)=r^m{d{d) ,d{a)^ra{a,d)) 

—min{6 t 4 + 2} = 6 
4U) =min(^(/> ^(^>+<3(^,/)} 

= min 4+^^} =oo 

= 6 是最小值，对 d 着色，确定 dW ) 的弧有两条(即 ( r ， …和 UW )), 可任选其中 

的一条，对其着色，我们选这样，现有的最短路树形图 r 由弧组 
成，如图 8-4( c ) 所示， 

步 3 /未着色，返回步2。 

步2 y=^d 

d{b)^=m\xi{d{b) >d{d) +a{d,b )} 

= min {7»6~ h ™} — 7 

d ( i ) = TmD .{ d { t ) ^ did ) + a{d , t )} 
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=min 卜 ， ，6 + 2} = 8 

= 7 是最小值.对点 A 着色.对确定 AW 的弧 Gd ) 着色。现有最短路树形图了由 
弧 ( s , u ) ， ( s , c) f ( c ， J > 和 G ，6) 组成，如图 S -4( d ) 所示 & 

步3 /未着色，返回步 L 
步2 y^b 

d{t) — m\w{d{!)',d{b)-\-a(b^t)) 

= min {8. 7 + 2 卜 8 

对点 / 及弧 (m 着色。最终的最短路树形图了由弧 (5/) 乂 <4) ， (^, 心， (5.6) 和 (1 /， 
r> 组成，见图心 4(e) 所示。 



从 a 到/的最短路由弧和 W ，/) 组成，其扶度为3+3+2 =心 
由于已假设多边形组有〃个顶点，因此图 C 有〃个结点，并且至多有3条边 9 

Dijkstra 算法每循环一次，处理】个结点 ，向了 中加入1条边，所以 Dijkstra 算法至多需 
要循环次。每次循环中要检验的候选边的数目大约是 0( n £ )， 因为可视图可能有平方阶 
条边。这样，粗略分析 Dijkstra 算法的时间复杂性是 OU 3 )。 如果注意到每次循环中不必 
重新检验这些边，那么在 0(^) 时间内可以运行 Dijkstra 算法，加之可视图的构造需要 
0(/) 时间 * 故而有下面的定理。 

定理 8-2 在有《个顶点的多边形组中移动一个点 ， 其最短路径可以在 0 (^) 时间和 
空间内找到。 

8. 2移动圆盘 

本节讨论运动规划的算法，目的是寻找任意路径(如果一条路径存在的话），而不是最 
短路径 . 

假设机器人/?是一个中心在 s 半径为^的圆盘，移动—段距离之后，使只的中心 
位于^井且 A 不穿透任意障碍物，仍设障碍物是分离的多边形 . 图 S -5 U ) 中所示路径不 
是-条可通行的路径，因为机器人太宽，不能通过所指示的通道。下面的方法用于判定圆 
盘机器人 R 能否通过指定通道是非常有效的:设圆盘/?的中心为 r , 那么 r 不能离任意持 
定多边形/^太近，也就是说，圆盘沢在移动的过程中不可能移动到距 P 边的距离小于圆 
盘半径^的位置，这样，我们考虑一个扩展的障碍物 P r ( P 向外扩充距离 W 以便移动点 r , 
如图七 S ( b ) 所示机器人/?已收缩成一个点，并且把障碍物向外扩充…因此，上述问题简 
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化为8, 1 节中的问题 。 


G 




在图 8-5< b > 中，圆盘环绕 P 的边界移动时，圆盘中心 r 留下的轨迹便是产的边界，如 
果 r 位于 〆 的外部，那么/?与尸不 相交； 否则就相交，显然，障碍物增大之后通道重叠，因 
此尺无法通过图 84( a ) 中所指示的路径。以上描述 F 的方式不清晰 ，下面 介绍使用两个 
点集的闵科夫斯基 ( Minkowski ) 和的概念来描述产将更明确 

给定平面上两个点 集&和 如杲在平面上建立一个坐标系，那么便可以把点看成 
该坐标系中的矢量 a 定义&与 A 的和 ；5 i +5 £ = { jt+j 1 x 64 ，其中: T + J 是点/ 
和点^的矢量和，这称为&与&的闵科夫斯基和另外，点: r 与集 含&的 闵科夫斯基和 
为因此，对于每个: r € A ，&+ A = U (: r + D 是&的 复制的并 & 

现设&是一个多边形 P , 并且& 是中心在原点的圆盘尺，那么对于所有可以把 P 
+穴看成是依据 I 转换的的复制，由于/?的中心在原点，/+/?的中心将在^因此 P 
+/ e 相当于放置中心在 p 的每个点之上的/?的复制，故是户的扩展域 P 、 

在图 8-5( b ) 中，考查三角形的扩展 & 当: r 是三角形的三个顶点时，在这些顶点处放 K 
圆盘 K 的中心，这就完成了顶点处圆盘的复制工作，而当 x 位于三角形边界时,圆盘及的 
周边位于两端点圆盘的切线上.这就相当于圆盘中心沿三角形边界滑动时， 尺的周 边产生 
的轨迹。 i 位于三角形内部时 ，/十 及位于 P ' 的内部， 

给定一组离散的多边形和爭径为 P 的一个圆盘，圆盘/?的中心 r 放在始点 s 上，/为 
终点，寻找由 f 至『的一条路径，使得圆盘尺沿该路径从5可以移动到 K 即中心 r 落在/ 
上） & 下面叙述解决该问题的一种算法的粗略步骤。 

寻找圃盘 A 从$移动到 f 的路径的算法 
步 i 利用闵科夫斯基和及圆盘及扩大每个障碍物 . 

步2构造已扩大障碍物的并， 

步 3 如果终点 （与始 点 s 位于平面上相同的部分之中，则由 s 至 /有一 条路径存在. 
并且通过改进可视图使之包含圆的弧可以找到最短路径;否则， s 与 f 之间不存在路径^ 
这个算法的时间复杂性为 0 ( n z \ ogn ). 

8-3 平移凸多边形 

当机器人/?是一个凸多边形时，机器人可以采取旋转的运动方式从一个位置移到另 
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一 个位置，但本节将机器人的运动方式限制为平移。显然，凸多边形比圆盘复杂些，但利用 
闵科夫斯基和扩展障碍物的思想仍然有效。先介绍一个简单例子，由这个例子可以说明算 


法的基本思想. 

设机器人是一个正方形，以该正方形左下角 r 为参考点；多边形 P 为如图 8-6 所 
示的五边形。当尺围绕 P 的边界移动时， r 描划出 
P 的边界，规定 r 不能穿透平面域上的一个已扩展的 
障碍物 4 这里的情况与 S. 2节不同， P 的扩展是通过 r 
点的运动来实现的，比如，点 r 沿边^运动时，不必扩 
展尸，也就是说， n 是 P 和尸的共同边界;尺沿边^运 
动时，以尺的水平宽度为产的边界；沿^运动时，以尺 
的垂直高度为产的边界;沿 运动及在凹点的情况 

如图 S-6 中虚线所示 & 

在尺是一个圆盘的情况下，产=尸+尺*其中“ + ” 

是闵科夫斯基和，但这个关系式在图心6中显然不成 
立，例如，在 P 的边 A 处尸+ /?向外凸出 ，但产 不是这 

样 & 这里的计算是要通过参考点 r 用的反射取 P 的闵科夫斯基和。因为对于闵科夫斯 



图 S -6 用 / i 扩展 P 得到产 


基和形式来说 r 是原点，/?的这种反射形式只不过是一即求反 R 的每个点，因此图 8-6 
中的产是 P + (—及 ）= P —只。而圆盘关于其圆心是中心对称的，及=一及，因此这个新的 
形式与上一节的表示是一致的。因为闵科夫斯基减法就是反射域的加法，我们仍将称它为 
闵科夫斯基加 


定理 8-3 设是包含原点(参考点)的一个域(机 器人》 ，而 P 是一个障碍物，那么在 
下述意义下 r 不可能穿透域产 = P ~ R ^ 

(1) 如果平移尺使得 r 进入产的内部，那么尺穿透尸。 

(2) 如果平移尺使得 r 位于 W 上，则职与把相切 。 

(3) 如果平移 只使得 r 在尸的外部 + 则 Rf ] P = 0 , 

实际上，尺和 P 可以不是凸的，也不必是多边形 。 但本节仍设两者是多边形，并且尺 
是凸的 & 


下面介绍构造两个多边形的闵科夫斯基和的方法，这里只是简要地叙述基本思想，我 
们仍然以图 8-6 所示穴和 P 为例。图 8,7(b) 示出产=尸一7?,并且尸的边标记1，2,3,4, 
5，一尺的边标记〜两者均按逆时针方向排列，用彳1，2,3*4,5,^6^,心中元素按照 
尸或一 K 的边产生，的边的标记，因此*当 K 擦尸的边3而过时，参考点 r 描画出产的 
一条平行边，标记它为3,而当 A 垂直地擦 P 的边2和边3交点而过时，标记产的边为^ 

I 

图 8-7(b) 中已标记包含，边的全部边界，包括产内部凹顶点附近的边，这些边形成 
自身相交的多边形路径^由 r 可以找到 产 的边界，有时称为 P 和 一 /?的圈， 

可以把 P 和一的每条边看成一个向量，这些向量按逆时针方向排列，并且把它们 
都移动到一个公共点•如图 S -7 U ) 所示，称边向量的这种排列为“星”图。这种“星”图可以 
帮助我们理解 r 边标记的序列。如果把看成大的 d 看成小的，见图 S -7( b > 所示，标记 r 
的序列为：1，仏 2， c ， J ，3 j ，5, 心其中 P 边（1，2,3*4,5)作为子序列，“星”图给出 
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图 8」7 P'^P-R 

00 边向 t 的星图 （ b ) 用 P 或者 一及标记作为 r 的标记 

- R 的交替标记过程 9 现从1开始，逆时针方向环绕这个星旋转，在 F 边的标记/和 i + 1 
之间记下所遇到的一 只的所 有标记 a 例如和2之间遇到心便产生子序列 （14,2) 和 
3之间遇到 f 和 A 产生子序列 （2 ,c ,继续下去，直至遇到1时就得到 r 的整个序列 & 

剩下的问题是由 r 序列构造产的边界—种方法是先求出多边形尸的凹点，并在 r 
序列中找到与凹点关联的两条/^边 + 然后求与该两条边相应边的交点 + 如图 8-7( b ) 中点 
/，用点/代替 r 序列中的 a 4便得到 P ' 的边界序列假设多边形障碍物和机器人 及都是 
凸的，那么计算 P - R 的复杂性如下。 

定理 8-4 如果 P 有 n 个顶点，而尺的顶点数是一个常数，那么构造闵科夫斯基和 
P —的时间复杂性 如下： 


R 

P 

和的规模 

时间复杂性 

凸 

凸 

O(n) 

Oin) 

凸 

非凸 

O(n) 

0(n s \ogn) 

非凸 

作凸 1 

0U> 

0(rt 2 \ogfi) 


下面给出凸多边形 A 规划运动的算法概要。设障碍物 F \， P ” … 共有;3个顶点, 
算法描述 如下： 

步1增大所有的唪 碍物： —尺 
步2构造它们的并 P f = UP/d = r ^. 

i 

步3寻找包含 S 和 〖的连 通域，设为 k 
步4在6中寻找 s 和 t 之间的一条路径。 

图心 8 所示是一个例子,机器人 R 是一个四边形，其内部的任意一点选作参考点 r , 
图中有 7 个障碍物/\ ，匕 ，…*执行该算法之后，得到3个连通域 ad 和 e 。 只要始点 
^和终点/位于同一连通域内，机器人只就可以由 s 移动到~因此，设计机器人的路径问 
题简化为在同一连通域内寻找参考点的一条路径 & 
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图 8-8 f 移凸多边形尺的例子 


定理 8 -S 设多边形障碍物顶点总数为《，机器人 R 为凸多边形 * 寻找尺由起点 x 到 
终点£的平移路径在 O (« log ^ 时间内可以完成 & 如果尺有 A 个顶点，则时间复杂性是 
0(^«logCi«))< 1 

该定理由 Kedem 和 Sharir ( 1990) 证明。 


8.4 移动杆状机器人 


在多边形障碍物中移动杆状机器人是运动规划问题中较复杂的一种。本节考虑的机 
器人在其运动过程中有三个自由度:水平平移、垂直平移和旋转，这意味着不可能把该问 
题的一个实例变换为二维空间中点的移动问题(如同12节和 8.3 节中所讨论的），因为 
这样一个点有两个自由度，然而，这个问题的实例变换成三维空间中移动点机器人的运动 
规划问题是可能的，将图 S -9 立体化之后便可以解释这一点。 




( d ) ( e ) 

图 8-9 杆状机器人人旋转不同角度通过_碍物时的情况 


图 8-9( a ) 中，杆状机器人 A 先以水平状态*然后旋转900成垂直状态通过图中所示路 
径。图 S ^( b ) 示出对瘅碍物通过水平线段 L 取闵科夫斯基和，得到扩展的障碍物, 
由图中易见它们是相互重叠的，这说明如果 L 不旋转，便无法通过通道 a 图 8-9 Cc ),( d ), 
( e ) 分别示 出将厂 旋转角 仏其值 分别为30%50%60时扩展的障碍物 . 在图 8-9( c ) 中， d 与 

• 200 * 


C 之间的垂直通道 关闭； 图 S -9( d ) 中,/!与£及 H 与 C 之间的通道均已开行, L (以左端 
点为参考点）可以通过图 8-9( a ) 中所示 路径; 图 8-9( e ) 中，4与 B 之间的水平通道关闭， 
而 A 与 C 之间的垂直通道已打开， 

现将0为不同值时扩展的障碍物重叠起来便构成三维空间中的立体图形 * 如图 8-10 
所示 . 在这个空间中点们表示丄的参考点的一个位置，平行于^平面并距巧平面 
距离为0的平面表示 A 旋转^这样就可以把二维空间中移动杆状机器人的问题转换为 
三维空间中移动点机器人问题，该空间称为杆状机器人的构形空间. 

图8=10中，随着0值的变化，产生的障碍物形状复杂，它不 
是多边形的（而在每个0平面上它们是多边形的 h 而是沿夕方 
向盘旋，就像盘旋的楼梯。参考点可以随意移动的空间称为自由 
空间。扞状机器人存在一条路径，当且仅当 终点/ 与始点 s 同处 
于自由空间的同一连通域内 t 

利用这个方法可以得到多边形(而非矩形）障碍物中任意多 
边形机器人（不是 杆状叽 器人）的构形空间，这就是说.上述基本 图 8-10 杆状 机器人 
思想可以推广到三维机器人和障碍物，甚至推广到有关节的机 的构 形空间 

器人< 

虽然建立构形空间的表达式以及寻找它内部的一条路径是一件复杂的工作，但由干 
这件工作的重要性，从而促使人们去研究它，并且的确构造出非常复杂的构形空间（有时 
高达六维空间） & 在构形空间的基础上就可以寻找相应机器人的路径。 Bro S t (199〗） 已构遗 
出各种构形空间 . 

下面通过寻找构形空间中的一条路径，叙述求解运动规划问题的两种不同方法，并以 
杆状机器人为例进行 说明。 

8.4.1 网格分解 

求解运动规划问题的网格分解方法是由 Schwanz 和 Shark 首先提出的，并成功地解 
决了各种运动规划问题，下面以扞状机器人的路径问题为例进行叙述 & 

网格分解方法是划分构形空间成若干网格，并且通过寻找网格之间的一条路径确定 
构形空间里的一条路径 5 考虑图 8 -11所示环 境:两个三龟 形和一个开的多边形，杆状机器 
人 L 是水平的，参考点在左端(箭头），在自由空间的适当构形空间内网格是一个连通域 & 
我们暂只考虑 A 呈水平方位，这样，构形空间只是平面的，而自由空间是用 A 通过闵科夫 
斯基和扩展障碍物之后_下的空间 & 为了确定网格，给障碍物的边賦予标记1,2,… ，10. 
如图 S -11 所示。图中用表示包围无穷远的边选 L 的箭头为参考点，水平地向左、向右 
移动 L 参考点碰到的障碍物边或平行边构成了网格，例如图 S -11 中，网格4有标记 
<3,2),这表示4的左边是标记3的边，而右边是平行于边2并与边2距离为人的平行 
边 t 网格方有标记 ( 3 , Sh 网格 C 有标记 （1,9); 网格 D 有标记（1,8)。没有网格标记 (3,6), 
因为边3与边6之问的水平距离小于 /. 的长度，使得 L 无法放入其中。图中斜纹表示的 
域是 A 的参考点可以随意移动的空间。 

网格分解方法中，用图及连通图表示网格结构，其中0是/,与水平方向的夹角* 
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即杆状机器人以参考点为旋转点转动的角度 , G (0) 表示 L 旋转 &角之后扩展的障碍物形 
成的网格。的结点是网格 。如果两个网格的边界至少有一个公共点，则称该两个网格 
相碰撞。相碰撞的网格用一条弧连接相应的结点，这样就是一个图。例如，图 8 -II 所 
示的网格用 G (0) 表示，代表网格 Z 与 C 的结点之间无路径，而代表网格4与 D 的结点 
之间有路径.因此，图 G (们中的路径可以转换成机器人的路径， 

如果将 L 绕参考点稍微旋转，图 8-11 中所示网格将改变形状，但网格的邻接性仍然 
保持，这就 是说, 连通图 G (0> 不改变 & 而当旋转超过某个临界方位 t 时， G (化） 的网格结 
构将不同于 G '(0) 的网格结构。临界方位与障碍物边有密切关系 a 因为障碍物边7平行于 
/.，所以0=0是临界方位，如图 8-11 所示。同理，图 8-12 所示也是临界方位，因为边9平 
行于 八此时 .网格 C 消失了 .因为没有点有标记(1，9),怛产生了新的网格 E , 标记 (7,3); 
网格 h 标记 (5,8 h 网格示记 (4， co ) fl 显而易见，临界方位必在 A 与某条障碍物边平 
行时才产生，而每条障碍物边由两个顶点确定，这样至多有 OU 2 ) 条边，因此也至多有 
OGO 个临界方位 . 



^8-11 网格分解示例 


m 8-12 L 旋转之后的网格分解 


现要构造连通图它包含所有 GW ) 图中的信息，为此推广网格定义以便表示三维构形 
空间的域，该域中的所有点具有与二维构形空间中同一点相同的标记偶对 & 这相当于把固 
定方位的网格按0递增的顺序堆积起来，也就是由二维构形空间形成三维构形空间 & 这 
样，图 S -11 中网格4内的点与图&12中网格 W 内的点都在相同的三维网格内。每个不 
同的三维网格是图 G 的一个结点，如果 G 中两个结点所代表的三维网格相碰撞，那么该 
两点之间用一条弧连接. 

预锭，然后按临界方位的分类顺序修改 GW ), 并把相关信息记入 G ， 这样便 
构造了图 G 1 , 构造图 G 是可能的•其细节请见 Le Ven 和 Shan r (19 S 7> 的论文。 

此外，由 G 的一个结点所表示的单个网格内的运动规划问题，以及相碰撞网格之间 
的移动问题等都是容易求解的。例如，可以从一个网格的内部移动到它的边界.然后沿该 
边界移动到相邻网格的公共点。因此，运动规划问题简化为一个图问题:图 G 中寻找结点 
包含^的网格所对应的结点）与结点 ^ (包含 t 的网格所对应的结点)之间的一条路径 & 
如果（；中不存在，与 ，之间 的路径，那么就不存在杆状机器人 L 的路径；否则，由/与， 
之间的路径可以设计出 A 的运动路径。 
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8.4.2 收缩方法 

求解运动规划问题的另一种方法是 (^EKmUmg 和 Yap (1985) 提出的收缩方法，这里 
以杆状机器人 L 为例介绍这种方法的思想 & 

收缩方法的实质是构造关于人的 Voronoi 图，然后由\和 r 收缩到这个图，从而在该 
图的网格内完成路径规划。 

首先解释关于人的 Voronoi 图是什么意思。对于的一个固定的方位，定义与人有 

关的障碍物的 Voronoi 图是具有下述特征的自由点1的集合:选: r 为人的参考点时，人至 

少与两 t 障碍物点等距离，由此要定义到 A 的距离.定义点户到的距离 W 户乂）为 

dip^L) = min dip 、 x) 

.r 云 /. 

其中 / 是 A 上任一点 d (/ > d ) 是点 户与点 1 之间的距离。与人距离为 r 的点/^的轨迹是 
一个椭圆：两头是半圆，中间为两条平行线*如图 S -13 所示 & 图8^13中虚线表示 Voronoi 
图，另外还有 L 的几个不同位置◊例如•在位置 .4 乂与边3和边2等距离；在位置仏 L 与 
边1和边9等距离 t 在位置与边5和顶点 u 等距离，并且顶点 u 为边 S 和边10共有。 
图中从 d 到打无路径 a 



4 


m 3-13 关于 A 的 Voronoi m 

当人的参考点沿图 8-13 中虚线（即 Voronoi 边>移动时乂将处于距陣碍物尽可能远 
的位置，所有这些位置与两个或者多个障碍物点等距离.这对于希聖机器人避开与障碍物 
碰撞是非常有利的。 

继而对于0的每个值分别求出对应的 Voronoi 图，并将其重叠起来，从而构造出关于 
所有构形空间的 Voronoi 图^该图中可以见到由 Voronoi 边重叠形成的盘旋片 （Voronoi 
片）以及由 Voronoi 顶点重叠所形成的两片相交的棱 

仍将杆状机器人的运动规划问题转换成图问题. Voronoi 片之间的棱形成构形空间 
中 Voronoi 图上曲线的一个网格,这些曲线组成一个图每条曲线是一条弧，曲线之间 
的交点是结点。 

最后进行两次收缩：第1次收缩把 J 和 f 映射到 Voronoi 面（域），而第2次收缩将 
Voronoi 面(域)映射到网格。 令乂和，是网 格上的这些收缩点，那么从 s 至，存在 L 的路 
径，当且仅当网格中从/到，有一条路径，该路径可以由搜索图 W 来确定 
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已经 iiE 明存在求解二维空问中任意运动规划问题的算法，其复杂性为平方阶。设障碍 


物顶点数为〃，表 8-1 列出设计者及其算法的时间复杂性: 

表 8-1 


设 i [者 


时间复杂性 

Schwartz SKarir 

<1983 a ) 

0( 

() f Dunlamgtet + al 

( 1987) 

O ( n ^\ og ^ log" 

L^ven fU Shatir 

(1987) 

Gin 1 [ ogrt ) 

Sifrony ^11 Sbarir 

0^87) 

Oitriogn ) 

Vegtcr 

(1990) 

OUO 

() T Rourk€ 

(1983 b ) 

0 ( 7 , Z ) 


多面体障碍物中移动三维杆状机器人的问题将导致五维构形空间，这类问题相当复 
杂，现已有一些算法求解它，表 S-2 列出设计者及其算法的时间复杂性： 

表 8-2 




时间 s 杂性 

S^Kwanz ftl Sharir 

(1984) 

0(« n ) 

Ke fll 0 T Rourkt 

(1987) 

Dialog n ) 

Chinny 

(1987) 

0 ( log «) 

Ke fll O’Rourke 

0988) 

{ 2 (?^) 


定理 8-6 运动自由度为 c/ 的机器人的任意运动规划问题可以在 CKWlogW 时间内 
求解 ■> 

该定理是最好的一般结果*但对于持殊问题也有较快的算法 t 例如，自由度为3的二 
维杆状机器人，按照定理 S-6 的结论应在 OWlogW 时间内求解，但现已有 O(«log«) 的算 
法求解它 & 


8.5 机器人臂的运动 


本节吋 论平面多连杆臂运动，也就是平面机器人臂的运动，这是运动规划问题中的一 
个极其简单的例子 & 

将若 T 条线段人串联起来组成平面机器人臂，如图 8- H 所示，其中乂是连接点 （接 
头）…^人叫做原点或者叫做臂的“肩' 人是乙的末梢，也称为手的尖端。.人 
逛 L 和人、 3 之间的接头 & 

表示机器人臂的另一种方法叫参数表示法 a 设 A 是连杆乙的长度^是接头处/, 
与的夹角（按逆时针方向），也就是向量7^7：与之间的夹角 ，人是 X 轴正向 
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与 J 了' 之间的夹角，^未定义^机器人臂 M 由其连杆长度表 (A，A， … ，D 确定^,==0时，称 
接头义为卡滞9 

给定约束：<1)臂可自身相交（即不限制，）；（2)无障 
碍物。在这些约束下讨论可达性问题：已知组成臂3的《 

个连杆长分别为以及平面上一点卜要求确定 

^是否可以达到〆称为可达性 K 如果能够达到 A, 则要求 
给出人=/>时的角序列乃， ；1 ，…4 后一个问题较前一 多连忏臂的表沿法 

个问题（判定问题）困难些。 

1985年 .HopcrofuJoseph 和 Whhesides 首先提出了机器人臂运动的算法问题，他们 
论证了无障碍物问题是易解的•而有障碍物问题是 NP 难的，但是限制机器人臂在圆内运 
动的问题是多项式的 & 后来人们改进了限制在圆内运动的算法或者得到不同障碍物环境 
下的类似算法6 

8.5, 1可达性 

多连杆臂可达到的点的集合是中心在匣点 C/。) 两个同心圆之间的环面， 

设 = 4) 是由两个连杆组成的连杆臂。如杲 ASA, 则可达域是外部半径6 = /, 

+/ 2 和内部半径的环面。如图 S-15(a ) 所示。如果，那么^ = 0并且环面是 
半径为^的…个圆盘 . 




ms -15 2-连扞臂的可达域 

( a > /!>/ 2 ( b ) A <4 


当时，〜但有山如图 8-15< b> 所示。 

可以把2-连杆臂的可达域看成是两个圆的闵科夫斯基和：在半径为&的圆周上 
的每个点处放置半径为6的圆的圆心 . 图心 15(b) 中虛线所示即半径为 A 的圆的圆心。这 
样，两个中心为原点的圆的和是一个中心定在原点的环面 ; 此外，环面和圆（两者中心定在 
原点）的和是中心定在原点的环面。因此有下面的定理 

定理 8-7 —个《-连杆臂的可达域是原点为中心的环面 & 

n 

显然，环面的外部半径〜=但内部半径如何计算就不明显了 如果 

T* 1 

Az = max<7i ， / 2 ， … tO 并且 / v > E 久，则 n>0 0 
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定理 8-8 ^连杆背的可达域与连杆的排列顺序无关 

证明依据向量加法的可交换性可以证明，例如考虑图 8-16( a ) 所示2-连杆臂的结 
构，平行四边形的另两条侧边达到同一个端点，而向量的排列顺序恰好相反.图 8-16( b > 
示出3-连杆臂亦成立，对于&连杆臂结论成立。 证毕。 






(a) (b) 


图 8-16 连扦顺序不影响可达域的说明 
< a > 连杆臂 （ b > 3 连 杆臂 

不失一般性，设 A 最大，那么 

(«2 

定理 8-9 «-连杆臂的可达域是以原点为中心的环面，其外部半径如果& 

a 

= maxC /, ，人）且 U /广 则内部半径 r , = 0, 否则 r , = / w —乏乂。 

/=1 I 

j 关 M 

由定理 S- 9 推得，在0(»>时间内能够确定可达域 :计算 &和 r, 及 n， 点 户是可 达的, 
当且仅当下面介绍如何确定角序列>，乂，+++，>^，使 得人二户。 

8. S .2 构造可达性 

对于 I- 连杆臂来说*可达域是中心在原点半径为6的圆周 C， 也就是说，只要 p 位干 
圆周 C 上,则 P 是可达的 . 2-连杆臂可达性问题也不难求解 a 令户是要达到的点，求中心 
在原点 (A) 半径为 A 的圆周 G ，与中心在点户半径为4的圆周 C 2 的交，这时可能有4种 
情况:0个、1个、2个或者无穷多个解,如图 8-17 所示 a 



0 1 2 

图 8-17 2、连杆臂可达性的四种情况 


处理 3 -连扦臂问题时，一般是将其转化为2-连杆臂问题。 令戊 由定理 

8_ 7 可知， A = 的可达域是一个环面及，及的边界诚上的点在极端情况下满足 /t + 

^或者 Ui _6 U 

为了把 > 连杆臂问题转化为 2 -连杆臂问题，讨论 />= A 为中心半径为 h 的圆周 c 与 
W 的交，有下列两种情况 
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(1) 浙 nC 尹 0，如图 S - lS ( a )，（ b ) 所示 。 在这种情况下，通过调整图 8- iS ( a ) 或者逆 
调整图8，18(1))的 L t 和 L 2 可以把该问题转化为2-连杆臂问题 & 我们使用调整 A 和 h 而 
不用逆调整 L 和设狀」 JUO , 其中/是环面的内部边界，0是外部边界 D 如果 


(a) Cb) (c) (d) 

罔 8，1S 1 连杆臂可达性，阴影是环面及.另个圆足 C 

OHO0 井且 /nc 尹0，如图 8-18(b> 所示，选择正切于 r 半径为 G 的圆 G， 通过 L 和 
L , 的调整而不是 A 和 h 的逆调整可以达到卜如图 8-19 所示 g 

(2) 况 fV: 二0，此时依据 C 是否包含原点人可以分为两种惰况 
0)(：：不包含人，如图 8-I8(c ) 所示 . 令是环面尺中半径为6并且正切于 C 的圆， 
然后调整 h 和便把问题转化为2-连杆臂问题 g 

@0包含入，如图 8-18(d) 所示 . 此时调整两个连杆的方法无 
效，珲采用下述方法：任意选择 >(对 > 的每个值均有一个解）并作 
中心在 J, 的圆 Q。 因为 C 在环面及中并且包含原点，所以它必定包 
围 /(/? 的内部边界）。由于 Q 把的内部与外部边界连接起来，故 
它必在某处穿过 C, 即 G 与 r 相交，对于已选择的必来说，由该交 
可以找 到解。 

因此，总可以把这种情况转化为2-连杆臂问题:任意选择 比 

如 > = 0,然后求解所得到的2-连杆臂问题. 

把上述讨论概括成下面的定理 & 

定理 &10 任一个3-连杆臂问题都可以转化为下述3个2-连扞臂问题之一 〆 1) A 
-h/,J ,) i (2> (厂，/ 2 +/山 （3) > = 0和 (4，A). 

证明图 & lS(a) 对应于 （1); 图 8-18(b ) 和图 8-19 以及图 8- lS(c) 对应于 （2) ;图 
8-1 以 d) 对应于 （3h 证毕。 

可以把图 8-18 所示3-连杆臂可达性推广到连杆臂。设/?表示 》- 连杆臂4的1 
个连杆的环面，另外 C 是中心在半径为 L 的圆 . 分两种情况讨论。 

(1>浓门 C 乒0，如图 8-18(a>，(b ) 所示 & 选择两个交点之一作为人 
<2)沢 2 C , 如图 Sui 8( c ) 、( d > 所示选择 C 上任意点（，比如距人最远的点作为人- 
无论上述两种情况哪种发生，递归地寻 找丄- , = …丄的构形以便达到 L 连接 

/与"并附连杆递归的基础是3-连杆臂问题的解。如果连扦臂问题存在解，那么利 
用该递归过程可以找到一个解，其时间复杂性为 OU)。 这是由于常数时间内可以完成^ 
减 U 包括计算 C 与0的交， C 与/的交，这里 

对于任意〃-连杆臂问题，先利用定理 S-9 判定点^是否可以达到，如杲能够达到，则 
利用上述递归过程寻找一个构形， 



囝 8-19 rrv#=0 时 
调整连忏 HI Ad 
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此外，有两种持殊情况：前者需要调整前^ 一 1个连扦。而后者仅 
在最长连杆两端处它们是弯折的，因此 t 在情况 （1) 下，臂不需要有多的弯折，而情况 （2) 
下，户可位于 C 上任何位置9 

，实上，如果《-连杆臂可以达到点那么仅需弯折两次便能达到卜并且容易确定 
具体的弯折位这表明任意 &连 杆背问题可以转化为3-连杆臂问题。 

定理 8-11 (两次 弯折） 如果 ^ 连杆臂3可以达到点卜那么它至多弯折两次便达到 
，即角序列 …, A m 中有两个是非零角。选中间连杆 L 的两端为弯折位置，并旦 

但是其中/是连杆总长度. 

卜 ] 乙 i rr | ^ 

证明思想是通过卡滞所有接头丄（除了两个表示弯折的接头之外），从而改进连杆臂 
/ U 井证明所得到的新连杆臂 / T 具有相同的可达域 & 只要令乂 =0,便可卡滞接头乂。由定 
理 S -9 知^仅依赖于连杆长度的和.这样的卡滞使 r 。 被确定，因此证明的目的是 「未改 
变，下面分两种情况讨论。 

(1) n >0, 见图 8^20( a) e 

由定理8-9,仅当最长连杆 L M > 时，「.>0,必有心>|,因此 = ，与它出现 

\ - 1, 

在连扞序列中的具体位置无关，因为^论连杆如何排列，连杆序列的中点都在/#上。 

如果卡滞所有接头（除 /.« 端点处的接头），那么便构成一个新的连杆臂/ V ,我们不改 
变“ 是最长连杆的事实（图 3 20( a ) 中， A 和，的最长连杆的长度均为6)。再次由定理 
8-9, r 仅依赖于/和所以 / T 与 A 有相同的可达域 & 






(a) 


oU 



—0 


图 8-20 定理 S -11 的证明 

(a> //2-^-y.r, - )>0，Ut = U (b) //2 = 5 *r r = 不是鏹长的 

( 2 ) c = 见图 8-20<h), 

在此情况下，由定理 8,9 知，心因为&< t；/,。 令乙是中间连杆并且卡滞乙 

^ i= I 

左、右侧的连杆，形成新的连扦背在，中可能改变最长连杆，如图 8-20O>> 中，最长连 
杆的长度由6增至I但新的最长连杆/V的长度不可能超过//2,这是因为/#包含长度 

的中点，它的左、右侧连杆序列的长度之和分别<//2.因为仅当最长连杆的长度超过+ 

时， r t 是非零的,但已设~为零，因此，的可达域与/I的可达域是相同的。 证毕 4 

实际上，定理 8-11 给出一个构造可达性的0(«)算法,其中依赖于"的唯一部分是计 
箅”个连杆的长度，这之后该算法耗费常数时间.如果计数所执行的测试圆相交的次数, 
递归算法需要0(«)时间，而两次弯折算法仅需 0(1) 时间 & 因为在找到之后，问题归结 

为一个 3 -连杆臂问题.再用定理 S-H) 可以将它转化为三个2-连杆臂问题，每个执行一次 
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圆相交的测试 t 

为了实现上述算法,将连杆长度表存储在数组内，另外要解决如何判定圆相交的问 
题。圆的方程是一个2次方程，求两个圆的交点就是求两个2次方程组成的联立方程组的 
解，并且要判定出四种情况:0、1、2或无穷多个交点。具体实现步骤这里就不赘述了 6 

8<6可分离性 


可分离性在机器人学、线路设计与图形学中均受到很大的关注，这里要求物体彼此分 
离而不相互碰撞。给定平面上…组分离的多边形，每个多边形能够移动到无穷远而不与其 
他多边形碰撞吗？两个多边形碰撞的槪念与前面的叙述相同。运动的类型限制于平移和 
旋转。另外，允许一个多边形移动还是多个多边形同时移动也应加以考虑 

8 H 多种可分离性 

并不是所有多边形集合都是可分离的，即使不限制运动的类型，也难以保®多边形集 
合是可分离的，如图 8-21( a ) 所示 ， 它们是两个不可分离的互锁多边形（这里只限制于平 
面上的运动）。在允许旋转的情况下某些多边形集合是可分离的，但是如果仅限于平移，那 
就是不可分离的，如图 121( b ) 所示， 


占 U -- L 


- Q 厂 

U) (b> I I 

m m 8-22 多次交替侈动 .4 和 S 

+吖分离的多边形 

用平移+町分离,但若使用旋转，则可以分禹 

如果一次仅能移动一个多边形，而其他多边形固定不动，那么一组多边形可能是可分 
离的，可是也有经过多次移动才能分离的例子，比如图 8-22 所示，该图中要多次交替向右 
移动 Z 和仏然后 Q 向上再向右移动，便可分离多边形4、 方和 Q ./1 和 B 移动的次数/依 
赖于长度人和间隙心 f 会/ VI 显然 u 值可能相当大，并且不依赖于《和顶点数。这个例子 
没有说明该问题是困难的，但如果允许同时移动两个多边形 ( d 和 iO , 那么分离一组多边 
形和 Q ) 是十分容易的，而且移动次数也不多。 

8. 6.2 借助于平移的可分离性 


1983年， Guibas 和 Yao 证明了一组凸多边形在下述条件下可以分离： （ 1 ) 平移; 
(2) 单向（所有平移朝相同的任意方向）平移： （3) 每个多边形仅移动一次；（4>一次只移动 
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一个多边形，在这些限制条件下，图 8-23 所示多边形/ I 或者识有一非凸多边形)沿方向 
W 移动是不可分离的，这里只是对条件2略加限制，如果不是沿 W 方向移动，而是将4 
沿垂直向上的方向移动 + 则显然可以分离，另外，凸多边形在这些条件下沿任意方向是可 
分离的，但三维中的凸多面体在这些条件下不总是可分离的， 

对于一组不相交的线段来说也可以提出相同的问题,即能否分离这 
组线段，也就是说，能否将线段集合中的线段向右沿水平方向移至无穷 
远处，由下面的定理可知答案是肯定的 

定理 8- U 不相交的 n 条线段集合中*至少有一条线段从: 图& 23 多边形 
处观察 ，它是 可视的（可以看见整条线段沿 F 方向平移 
址明考虑线段集合中线段 a 的上端点向右作的水平射线 L ， 如果是不可分离的 
人不与线段集合中其他线段相交，则称从工=+^处观察，线段的上端 
点是可视的。所有的这样的线段 d 组成子集 t /， 显然 U 不是空 的：考 虑其上端点的 j 坐标 
最大的线段，如果这样的线段只有一条，那么它就在 t / 中 I 如果有多条，那么最右边的线 
段在 C / 中， 

f / 中 ： y 坐标值最小的线段6必是可视的（从: r = + ⑺处观察，可以看见整条线段 6), 
如若不然，则必有线段 c 遮住6的部分视线 & 设 r 的上端点的^坐标为 的上端点的 J 
坐标为 >，则并且因此不可能存在线段^即不可能有遮住线段6的线段 
o 所以线段6是整条线段可视的证毕。 

给定《个凸多边形集合心凸多边形尸65,能否水平移动 P 而不与 S 中其他凸多边 
形碰撞呢？这个问题可以转化为上述分离线段集合的 问题: 求出凸多边形 P 的最高顶点 
和最低顶点，设为 A 和连接 A 与/ V 用线段^代替凸多边形对5中其他凸多边 
形也作同样处理,得到线段集含 V 。如果$7；沿水平方向平移时不会与夕中其他线段碰 
撞，那么凸多边形 P 也可以作同样的移动因此_由定理 8-12 可以推得下面的结果 

定理《-13借助任意确定方向的平移可以分离平面上 〃个 凸多边形集合，并且如果 
每次仅平移一个凸多边形,那么在 0(» log «) 时间内可以按序分离它们 a 

8.6.3 分离问题是 NP - 难的 

如果已知问题4是难解的，并且问题3可以归约到问题艮那么问题方至少与问题 
^ 一 样难。现在令问题方是分离 问題: 允许多边形平移并且每次只移动一个多边形*但每 
次可以朝不同方向平移*每个多边形可以移动多次。已知困难问题>1是划分 问题: 给定整 
数集合 义是否 可以将5分成两部分&和&，使得它们的和相等比如 3 d , 5,0, 
把5划分成 <5] 与5 2 +5| = <1，3,5}，52 ==: 彳3,6}，并且1 +3 + 5 = 3+6。但对于集合5= { 1 1 

^5，11丨，答案是否定的。如果集合5有„个元素，那么划分 S 成两部分将有 r 种可能， 
显然时间耗费达到指数时间。已经证明划分问题是 NP - 完全的 

给定划分问题的任何实例 * 构造一个可以求解的可分离问题，当且仅当划分问题可以 
求解。图8-2 4 中给定集合5={1,3,3,54}的多个矩形表示,这些矩形的高度为1,长度和 

恰好等于 S 中元素之和，即18。多边形 Q 可以向下和向右平移，为了分离0和0_必须把 

矩形1， 3 ,3.5, 6 移到左边的空闲空间去，而且折叠成长为9的两个长条放入空闲空间 & 因 
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此•多边形 D 和 Q 可以分离 _当& 仅当可以把矩形块压缩到左边空闲空间，当且仅当可以 
把 ■$ 划分成两个相等的子集。这就证明了分离问题至少与划分问题一样困难，因此分离 
问题是 NP - 难的 a 


D \ 

fl 

_ 


Q 


1113 13 1 5 | 6 1 

_1 


图 8-24 分离 Z ) 和 Q •当且仅当划分问题可以求解 


8+6+4横拟河内塔问题 

众所周知，河内塔问题的求解需要指数时间现设计模拟河内塔问题的分离问题如 
下:如图 8-25 所示，用 U 形多边形代替金片，每个多边形的髙为 A , 厚度为1，共计有^个 
U 形多边形*这些 U 形多边形相互嵌套，相当于小金片放在大金片上面，另外，有三个空 
闲空间和 C , 相当于河内塔问题中的三根针 6 11形多边形的移动规则如 下:每 次移动 
一个，并且限于平移 d 、 U 形嵌入大 U 形的内面可以向右和向下平移 a 为了分离 Q 与 
必须将全部 U 形多边形从4移至 B 或者显然，需要 2" — 1次移动 U 形多边形才能 
完成将〃个 U 形多边形从4移至只或者 C 的任务，然后可以极其容易地将 Q 与 G 分离。 


C 


A 


C 


B 


Q 


IS 8-25 基于河内塔的分离难題 
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第 9 章几何拓扑网络设计 

前面介绍7凸壳、 Voronoi 图、 Dehunay 三龟剖分及排列等 S 计算几何中的重要结 
构 * 另外还敘述了 一些思想方法，如累接、修剪和搜索、几何变换、动态化、随机化、贪心法、 
分治法、平面扫描与轨迹等。本章将利用这些方法和几何结构解决几何拓扑网络设计 
(topological network design ， 即 TND ) 中的一些问题，也就是介绍解决 TND 中问题的几 

• 般说来.网络设计 ( ND ) 涉及通信、输送和分布式网络的设计、分析和综合，而 ND 
问题由三类子问题组成: TNCK 涉及结点的数量和配置、结点之间互连边的表示以及两若 
成分的构形）.走线网络设计 RND (涉及并联网络各单元的顺序和走线）,适合网络设计 
CND ( 涉及适应所要求流量的结点和边的最优规 模）。 

给定平面上 n 个点的点集么}，点集5在平面有界域庐内给定或吉 

随机生成，并且已知各点的笛卡尔坐标 ( ny ) 另设网络的总耗费是网络中流的 

线性函数，并且边的耗费与其投度成正比。 还设庐 中障碍物集合…，奶丨，障 
碍物为凸多边形并且是分离的.我们规定距离函数是匕测度的，其中坐标为 Cr ,, y ) 的点 
A 与坐标为 ( A ,30) 的点久之间的距离为 

+ l^r - 

其 中户是实数，我们的任务是构造拓扑 Gmfih 用求解给定的 
问题，其中 S 是点集_£为边集 W 是障碍物集 4 

计算几何中的思想方法和几何结构应用于某些 TND 问题已取得明显的成功.一个 
典型的例子是满足欧氏三角不等式的货郎担问题 （ ETSP ), 用几何方法已找到平面上千 
百个点的 ETSP 的拟最优解，与传统的数学规划方法,组合优化方法相比较已显示出明显 
的优势。 

本章介绍拓扑 GM ) 结点定位和聚集 问题； 拓扑 G (£) 边设计 问题; G ( S ，£：) 结点和边 
设计问题;问题，后苦包括 G (5, 出结点和障碍物设计问题,，⑴边和障碍物设 
计问题，结点、边和障碍物设计问题 4 

9-1 GCS ) 问题 

问题是 TND 的重要组成部分，因为一旦定位新的装置，便开始建立道路、通信 
并运用与平面中其他 S 点相关的网络关系因此 d 点的最优定位和聚集最优化是 TND 
的核心，辦实上， G ( S ) 问题可以分为两个子问题类： 

(1) 定位最优化问题定位一个或几个新的点 、使 得与至 S 点距离有关的某些目标 
函数最小化（覆盖问题）或者最大化（间隙问题）。通常新点必须满足某些边约束，而涉及间 
隙问题的…类典型边约束是新点必须位于包含所有 S 点的某有界域内。 
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最简单的覆盖（间隙)问题是寻找一个新点^以 g 为圆心作圆，该圆是包含（不包含) 
所有 S 点的最小(最大）圆 & 

定位优化问题的目标函数通常是非线性的，人们习惯于用数学规划方法求解这些问 
题，但下面介绍的计算几何方法更是值得选择的解决该问题的一种途径， 

(2) 聚集最优化问题要求从几何上表示 S 点集的持征，使得能有效地査询最近的 
5点对或者到新点^的最近 S 点，关于特殊査询的点集 S 的几何特征通常是用划分空间 
成域的方法得到 + 因此，聚集最优化问题与可表示成这种划分的几何结构密切相关，而这 
种几何结构的构造是相对容易的。只要构造出这种几何结构，便能快速回答聚集最优化 
问题 & 

问题的分类兄表 9-U 本节讨论两个有代表性的定位问题:最大间陳问题 (MAX 
G) 和最小覆盖问题 （MIN C), 另外还要讨论三个有代表性的聚集最优化间题:最近点对 
问题 (CPP)， 所有最近邻近问题 （ANNP) 和邮局问题 (POFP). 


« 9-1 G ( S ) 问 H 分类表 


定位最优化问题 

聚集最优化问题 

P 类 

最大间隙问题<糾/^ G) 

最小覆盖问翅 (MIN C) 


•• 

最近点对问题 (CPP> 


最小轰炸间题 (SBP) 


所有最近邻近问题 (ANNP) 

NP 类 

/：- 聚集问题 (KCLP) 

二次分配问题 (QAP) 

P 类 

邮局问 S(POFP) 

NP? 

多 S 盖问题 

多间隙冋题 ! 

最小和韦伯问题 (MSWP> 

I 

1 

1 

♦ 

1 

1 


9. 1. 1最大间隙问题 (MAX G > 


给定平面有界域中点集 s ={ p \ 非负权因子{叫…井使用 k 


测度，寻找点？(心使得 miM 取 [k — 州〃十卜 ，一 ）114 取最大值 & 这个问题又称 
力 最大最 小问题，令所有切,相等，利用点集 S 的 Voronoi 图可以求解这个问题：首先建 
立点集 S 的 Voronoi 图，然后以 Voronoi 点为圆心作圆， 


使圆内不含5中的点并且圆周上有3个 S 中的点（设平 
面上没有4点共圆），最后比较这些圆的半径，半径最长 
苦对应的圆心即所求的点^如图 9-1 所示 

当所有加权因子相等时，最大-最小问题的最简形式 
(即最大间隙问题)产生了，当/>=2时，要求最大圆的0 
心在只内并且圆的内部没有5点 & 不相等的加权因子表 
示现有的 *S 点与新的不符合要求的点？之间的不相容 
性，这时的最大-最小问题比权相等时的 MAX G 问題困 



难得多，有界域及常常与凸壳 CH(5) 相同， 

所有5点位于： r 轴上时的 MAX G 问题在线性判定 


IS 9-1 最大 间隙问 潁的解 
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树模型和代数判定树模型下需要 DUIogW 时间,但下面的算法只需要 OG ) 时间 ： 首先将 
最左和最右 s 点之间的区间划分成^ 一 1个相等长度的子区间乙 “= TTd ， 把剩余的《 
— 2 个 S 点置入适当的子区间内，根据鸽巢原理，必有一个子区间是空闲的（没有 S 点 ） a 
子区间 =1^1) 中最左和最右的 S 点分别存储在 LOW 0] 和 h 〗 gh [/]* 3 因此 ，最 
大间隙不可能是同一子区间内两个 S 点之间的部分 & 耗费 OU ) 时间搜索 LOW 和 HIGH 
可以求得最大间隙 9 遗憾的是,该算法不可能推广到二维， 

当平面中时, Shamos 设计了时间复杂性为 OUlogn ) 的算法求解 MAX 
G 冋题。该算法基于下述观察：新点 9 是 VoK 5) 的 Voronoi 点或者是 VorCS ) 与 CH ( S ) 的 
交点，这两种类型的点分别有0(«)个。此外，如果 VorG ) 是用双重连接表 DCEL 表示，那 
么在 OG ) B 寸间内可以确定这些交点， 

对于最大-最小问题有许多数学规划方法， MeUchnnmidis 设计了求解一般权情况下 
的 O ( V ) 算法,而对于 MAX G 问题， Dawrthy 和 White 提出了 0( V > 的算法 . 

ty 中的加权 Voronoi 图可以在沒（^ ) 时间内构造。给定加权 Voronoi 图，在 
Melachrinoudis 的 0U 4 ) 算法的基础上得到一个改进的算法 B 事实上，提供了下面的 
0 ( V ) 算法，它基于构造 P 中加权 Voronoi 图的 ) 算法。 

局部最大值的候选点只可能出现于下列集合中： （ 1 ) 尺中的 Voronoi 顶点集合 〆 2 ) 
Vomnd 边 和及边 的交点集合 〆 3)及的顶点集合。考虑两个点九和勿 + 并且则与 
P ^ Pt 相关的 Voronoi 边(如果该边存在的话)不是圆的一条弧就是整个圆，其圆心在 

<〜= ^ - W l h 

XVI — W} 

半径为 


iVi-Wjdipk^Pt) 
r “ vu\ — Ufj 

圆形弧的 Voronoi 边是由它的两个端点 n 和即 Voronoi 顶点）来确定，并且它是 
由圆心仙来定向的 t 如果九(了 ）= 0 是过 g 和&的线的方程，那么圆形弧的 Vorond 边 

iv 是包含所有点: r 的孤.并且人 U ,)/ w (: r )<0, 

如杲 Voronoi 顶点位于 A 中，那么它可能是局部最大值。另外，在 OUog 切)时间内可 
以判定顶点是否在及内（州是凸壳的边的数目或顶点数目 h 如果 R 中有 O ( V ) 个 
Voronoi M 点，那么在 CKf log 州）时间内可以判定它们， 

现考虑 Voronoi 边‘与的第 ； 条边的交点 & 如果 />*)//&)<(), 则二与线 
人 U > = 0 有一个交点 a 如果该交点位于 / f 的第 j 条边上，那么可以找到它如果 

/ 〆 〜)/,则在 //^)=0 的惰况下 而幻与 //( JT ) =0有0、1或者2个交点。 

因为沢 的一条边与一条 Voronoi 边至多相交两次，井且有0(” 2 )条 Voronoi 边，所以 
MR 的边有以价^)个交点。与穴的顶点具有最短距离的装置点可以在 CKW + CKlo 奶) 
时间内找到，对所有 穴的顶 点耗费 CKmW + CK 阳 io gn ) 时间可以找到装置点。 

总之，可以检测局部最大值的候选点，并且在0(>3 2 log^i -h mn l -h mn + ^ log « > — 
(^仙心时间内计算全局最大值。 
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MeUchrinoudis 和 Cullinane 提出了一个计算最大-最小问题的探索箅法，其平均复 
杂性为 O ( Y ). 该算法的步骤如下： 

步 i 划分尺为垂直窄条，将每个条内的 S 点按 y 坐标分类 6 
步2垂直条内，将每个 S 点与满足持定门限距离 r 的两个其他 S 点组合成三元组 
对于每个可允许的三元组 t 可以找到由 Kuhn - Tucker 条件导出的圆锥方程的交，并且可 
以应用精确算法中有关最优性的测试。计算每个条中的局部最大值并存储在衷中。 

步3沿 i ? 的边界捜索局部最大值。 

步4从步2和步3所找到的局部最大值中寻找全局最大值。 

关于条的尺寸和数目以及 r 的确定请见 MelachHnoudis 和 Cullimme 的论文 5 诙算法 
所求得的近似解很接近最优解，但可以进一步改进该算法，使之不仅可以得到更好的近似 
解，而且有较低的复杂性。 

另外，周培德提出了求解该问题的一个算法，见 4.4 节。 

9,1,2最小覆盖问题 ( MINC ) 

I 

最小覆盖问题又称为最小-最大问题，它是最大 - 最小问题的对偶 U 当所有加权因子等 
于1时，出现最小覆盖问题 M 1 NC , 而当 p = 2 时， 该问题有明显的几何形式;给定平面点 
集*? 二 {/>_ …， / O 及非负权因子彳如 I …… J ，采用心测度确定 户 使得 

max { w p [| x i — 4- | y , — : ylH 

是最小的，也就是在平面上寻求包含所有 S 点的最小圆，如图 9-2 所示。 

DU ) 是 M】N C 问题的一个平凡下界，求解 MINC 
问题的一个简单方法是过 S 点的每个三元组(即三个 S 
点）作一个圆^并验证剩余的《 — 3个 S 点是否在圆内，这 
个算法的时间复杂性为 CKV ), Elzinga 和 Hearn 提出的 
算法将此限界改进到 O ( V )， 这个算法的主要思想是减 
少需要验证的三元组的数目 D 

包围所有 S 点的最小圆是唯一的。此外，该圆或者 
至少通过3个 S 点或者通过两个 S 点 ，并且 这两个 S 点 
恰是圆直径的两个端点 jhamos 利用这个事实设计了一 
个复杂性为 OGi log 算法，下面描述该 算法. 

步1计算点集的凸壳 CH «)。 

步2计算 CH ( S ) 的直径，设为以^为直径作圆 C ， 如果 S 点都在圆 C 内，则 
圆 C 为所求最 小圆； 否则，转步 L 

步3计算点集 S 的最远点意义下的 Vomnoi 图即 Vor H ^( S ) 0 
步4设^是 Vov-〆 幻中的一个 Voronoi 点，以 v 为圆心 w 至 S 点集中3个最远点 

距离为半径作圆，该圆即所求 t > 

步1在 OUlog / r ) 时间内可以完成，步2耗费 CK /?) 时间，步3为间，步4 
的复杂性是 OGK 因此该算法的时间复杂性为 
下面介绍周培德设计的一个算法， 
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算法(覆盖点集 S 的最小圆算法） 

输人域 D ^ ro .,4]' 内的点集! 户 3 
输出货盖 S 的最小圆的圆心 o 与半径 G 
步1求点集 s 的凸壳顶点，设凸壳顶点 c = { p '， pv、pJu 
步2求 C 的直径，设为趴/的两个端点为 A 和以/的中点为圆心 〆 *). Id / 2 为 
f® r(k) n 

if d ( p, ->o(k ) )^r(k) ♦ <t?= 1 ， i r H ， j) 

then 输出 o (々） 及 r ( A ) ，终止 
else 转步 

步 3 计算凸壳顶点 pi ，… 小 、 p ， H ， …， p } -\，Pr ] ，…，与/的距离，用 d ( p v ， L ) 表 
示顶戍 A 的距离 . 

步 4 计疗最大值对应的 w 记为力。 

| •- t* f m 

步5求/的中垂线与^的中垂线，两条中垂线的交点 0(6) 是圆心 ^ U ) 到 A 的距 
离是半径，记为 r (々 h 

步6 if d ( p v , o ( k ))^ r ( k )^ ( v = 1 rj ^ k ) 

then 输出及 rU ), 终止， 
else if dip ^ , o (^))> r (^) A 户 v 与 pt 在 i 同侧， （V = l ， a ) 
then 以和代替 />,, 重复第5,6步，直至不存在 

else if d ( p A ^0<, k ))> r ( k > A 知 与户 * ( 或户 *) 在 / 异侧 A min ( Z p . p ^ 

化 )， u "= r $)， 设以和为顶点的 za /^九， 最小。 
then 过点& ' pi 、 p 人 \ p t pr \> |九~|)作画》输出该圆，终止 & 

引理 9-1 设而是圆 o 的一条弦，点 C 在圆周上而点 Z > 在圆外(见图 13), 则 Z/ICK 
> ZADH , 

证明设 m 与圆周交于/ V t 连接/ V 与5,由平面几何知方，而 

ZAD f B ^ ZD f DB + ZO ' BD , 因此， />!£)>：> z ： ZZ >£ S ， 即/；>1(：£>/>1/>打。 

推论9-〗如果点 r > 位于圆内 a > 与 c 在同一侧），则有反之亦 
成立 D 

引理七2设 M 是圆 o 的一条弦，点 C 在画周上而点1>在圆外，并且 C 至 M 的距离 
大千 /) 至而的距离则点 c 包含在 AjBD 的外接圆中（见图 9-4), 



m 9-3 引理的示意图 图 9-4 引理 9-2 的示意图 


证明由题设与引理 9-1 知作的外接圆 a ， 根据推论 
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必在圆 A 内。 

推论 9-2 圆 ^ 是包围点 A ， B，C 与 D 的最小圆。 

定理 9-1 设平面上点集 S 的 n 个点在域 D 中呈均匀分布，则算法耗费 0(/^ + 
次比较和次乘法求出 覆 盖点集 S 的最小圆，其中扣 为点集 S 的凸壳的 
顶点数。 

证明算法首先求点集5的凸壳 CJ 中的点都位于 C 内，覆盖 C 的最小圆也餐 
盖 S 中 的点， C 的直径/,即 C 中距离最大的点对间的线段，以其中点为圆心，|/丨/2为半 
径的圆，记为〃 ^如果该圆包围 S 中的所有点,则该圆是覆盖 S 的最小圆。因为直径是圆 
中最长的弦。 

如果 A 没有包围 S 中的所有点，则先求出距/最远的点 、设为 以」的两个端点记为 
A 和九，作的外接圆 ，记为 〜，如果圆〜包围5中的所有点，则由简单的几何知 
识即知〜是所求的最小圆.圆〜没有包围 S 中的点的唯一可能情况是域 M (或 J^) 中有 
S 中的点，比如/>〆 或如八域 A 是由过&平行于/的直线，以 A (或 /v> 为圆心,/为半径 
的圆周及圆周〜所围成的曲边5角形（域 Z) 2 类似） & 步6的后半部分即为处理这种情况 
的，它稍微调整了圆心 oU ) 及半径使 S 中的点全部落入圆内由引理11,引理 9-2 
及推论 9-2 可推得，所求的圆是覆盖 S 的最小圆^ 

A , 算法的步1最多需要比较和 0 U ) 次乘法求得凸壳 C fl 步2耗费 
抓 （ m - l ) 次乘法与 m(m — l )/2— l 次比较求出 C 的直径，再耗费2(用一2)次乘法及 w — 2 
次比较确定/的中点是否可以为圆心。步3用 — 2) 次乘法求凸壳各顶点至/的距离。 
步 4 耗费州 一 3 次比较确定九。步 5 只要常数时间。步 6 的前半部分用2(相一3)次乘法判 
定凸壳顶点是否在圆〜内 . 由于5中的点呈均匀分布，所以落入曲边三角形 D , (或 />:) 内 
的点极少，设为 〆 或因此步5,步 S 最多重复 a 次，即耗费 2 a(m — 3) 

次乘法，另外还要求6次夹角并求出最小夹角即可得到最小圆总之， Z 9 _, 算法霈要乘法次 
数为 

h + m{m — 1 ) + 2{m — 2) -r l{m — 2 ) + 2(m - 3 ) + 2a (m 一 3 ) = 0(n -\- m 2 ) 

比较次数为 

fflog’i + m im — 1)/2 - 1 m 一 2 + 彷— 3 = Oim ~ + wlogr*) 证毕 

另外，通过把 MIN C 问题变换成 3 个变量二次规划问题的持殊形式之后，可以在 

沢《)时间内求解 M3NC 问题。求解2个变量和3个变量的线性规划问题时可以使用修剪 
和搜索技术，见5.3节 & 

Megiddo 和 Dyer 已经证明，不必构造/!条直线的凸交或者《个半平面的凸交也能求 
解 2 个变量或 3 个变量的线性规划问题9利用修剪和搜索技术可以删去所有多余的约束 
并在常数时间内找到最佳解.可以证明修剪过程的时间是0(«)，因此2变量 (3 变量)线 
性规划问题在000时间内可以求解. 

引入新的变量 ？，MIN C 问题变换成3个变量二次规划问题 如下： 

minimize 7 

约束条件为 

U\ - JT) 2 + A € 5 
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二次约束条件可以写成 

2 x , x - 2 m + uf + y ) + (/ + /)，V p t es 

如果从二次约束条件中删去二次项 (？+ y )， 便得到由线性约束定义的多面体，它的 
边界用来描述，其中 /( x ， w 是一个下凸函数,因为(？十/)是一个下凸函数, 
所以 /&,/+(/+/) 也是下凸函数。由 /( za ) 十 （？ 十 y ) 所确定的面类似一个多面体 
的面。更准确地说，它的面是抛物面的面，并且它的顶点是抛物面三元组的交。为了定位 
最小值，只要刪去多余的约束(抛物面）。3变量线性规划问题的呎 n ) 修剪和搜索算法以直 
接方式推广到3变量二次规划问题的这种特殊情况，为了找到最小值，只需搜索与该顶点 
(由成对相交的抛物面形成的)相关的边 & 

最小轰炸问题 ( SBP ) 是与 MINC 问题相关的问题，描述 如下： 给定平面点集5= b ,， 
…，/0,求至少包含5中 A 个点的最小圆。 Shanks 给出求解 SBP 问题的一个 O ( Y ) 的 
算法 a 

91.3 最近对问题 ( CPP ) 

最近对问题是聚集最优化问题中的一个子问题。该问题描述 如下; 给定平面点集 
…，求 S 中最近的点对 a 用分治法 
可以求解这个问题，如图 9-5 所示。 

空中交通控制显示中确定最近的飞机对就是 
最近点对问题的一个应用， 

为了确定 CPP 问题的下界 t 将判定^个实数 
集中是否包含两个相等数的问题变换为 CPP 问 
题，映射《个数到 I 轴上的点 * 并将这些点看成是 
s 点 ㈠ 坐标等于 0), 然后求解 CPP 问题 . 如果最 
近点对之间的距离大于 0( 假设《个点的 _ r 坐标都 

不相等），那么所有数都不相同。分类: r 轴上的《个 图 w 分治 法求解 CPP 问题 

数需要 OUlog «) 时间，然后耗费 Ob ) 时间可以求 

得最近点对，因此， OGlog «) 是求解 CPP 问题的一个下界 & 

平面上"个点至多可以组合成^^ = 0(〃 2 >点对，通过逐一比较所有的点对距离 

在0(« 2 )时间内可以求解 CPP 问题另外，下面介绍 Bemley 和 Shamos 设计的分治算法 
求解 CPP 问题，该算法的时间复杂性为外 

步1用垂直线人划分 S 点集成两个近似相等的子 集&和 S 2 , 耗费时间 8( n \ 

步1 递归地求解&和5:中最近点对问题*设4=0^^^,其中<? 1 4分别为& 
和 A 中最近点对之间的距离。 

步3按 j 坐标分类以 A 为中线宽度为25条状域内的点 t 分別记为< 和 〆 ^如果全 
部 S 点按 j 坐标已分类*那么该工作耗费0(«)时间可以完成 

步4搜索 对于 < 中的每个点 Muy )， 在乂 中检査 y 坐标在区间 (>—$,$ + 

幻内的点 、由 f 内的点已按 y 坐标分类，故寻找一个 S 点属于兄而另一个 S 点属 
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于& 的最近点对在时间内可以完成 . 设 y 表示这种点对之间的距离 . 

步5选择具有距离的点对怍为解 

求解问题的另一个 OUtog 幻算 法是比较点集5的 Delaunay 三角剖分的边，其 
最短边即 CPP 问题的解. 

9- 14 所有最近邻近问题 ( ANNP ) 




Pi 


所有最近邻近问题描述如下 :给定 平面上 m 个点的点集…，对每个 
A 寻找与 A 最近的 S 点，即寻求点/V使得小 A, 户 ,） 

= ^ l n p { d < p ^ pk ))^ = \^ n . 如图 9-6 所示. 

ANNP 问题是 CPP 问题的推广 t 因此, CPP 问题 
的下界也可以作为 ANNP 问题的一个下 
界。 

求解 ANNP 问题的一种算法是直接比较 pXi ^ 


1，《)至剩余《—1个 *5 点的距离，该箅法的时间复杂 
性为 CKV)。 另外•利用点集 S 的 Delaunay 三角剖分 
图可以求解 ANNP 问题，其复杂性为 ^ rt l og «) & 对于 





户3 


9^6 ANNP 的解 


d 维空间 (d 会 2) 中的 ANNP 问题， Bemley 和 SKamos 利用多维分治法设计了一个时间复 
杂性为 CK«(logn 广 M 箅法。 

d 维空间 W>2) 中 ANNP 问题的求解方法的进一步改进是划分点集 S 所在域空间 

为小的立方体，使得每个小立方体内至多包含 S 中的一个点，求点 A 的最近邻近点只要 

在 A 所在立方体的邻接立方体中寻找。 A 的第々个最近邻近点也可以用类似方法求解. 
时间复杂性为 0(hlogn )。 


9. 15 邮局问题 ( POFP ) 


邮局问题描述如下 :给定 平面上…，…， / O 及询问点…求距《最近的5点， 

询问点？可能是一个或者多个。为了求解 POFP 问题, 
常常需要先将点集 S 进行预处理，比如将点集 S 三龟 
剖分，或者构造 VorCS)， 以及在 Vor(S) 基础上将平面 
划分成水平条、梯形等。如图94所示。 

POFP 问题已应用于信息检索(数据库査询）和模 
式识别(分类问题）。 

如果询问点9的数目是有限的，通常不预处理 S 
点，是一个平凡的下界，其中 A 力 q 点的个数 t 
当？点的个数相当大时，为了有效地求得距 v 最近的 
S 点,必须对 S 点集进行预处理 & 通常该预处理以某种 
几何结构形式产生，询问所需要的时间依赖于预处珣 

阶段构造几何结构所需要的时间 & 


•P 


P \ 


P 


t 


•兑 


T 


P 


P 


/ 


6 • 


P 


/>, 


Pi 


Bl 9-7 POFP 的解 
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考虑一维空间中的 POFP (比如 J 点集全部位于^轴），不依赖于 S 点集的预处理过 
程的种类，寻找距点 g 最近的 S 点将需要 fi(log «) 时间。因此是任何维中询问时 
间的下界 & 

当维数并且点的个数相当大时，需要对 S 点集进行预处理，也就是把 S 点集 
所在的平面划分成域，使得落入相同子域的所有询问点有相同的最近 S 点。 Vorond 图是 
这类划分中的一种。在时间和扒^)空间内可以构造 Vomnoi 图。一旦构造出 Vor 
(S ), 再利用第一章中描述的任意点定位方法在时间内可以确定包含询问点的子 
域。茱些点定位方法可能要求进一步划分 V or (S) 成更小的子域。 

当考虑其他距离标准和附加约束时，可以使用变形的 Voronoi 图 & 这时点定位工作通 
常也可以在时间内实现。至于具体的点定位方法已在第1章中作了介绍，这里就 
不赘述了 & 

高维空间中 POFP 的求解更为困难。 Dobkin n Lipton,Yao 等人提出的方法仍保持 
川 c^)i 旬问时间，但要求0(/、空间并且另外要求预处理时间。对于厂和 L、 度量该限 
界仍然正确 .d = 3 时， Chazelle 将空间和预处理时间减少到 OU 2 ) 并且询问时间为 
0 <(\ ogny ). 另外，多维二叉搜索树可以用于求解 POFP, 

9.2 G (£) 问题 

给定平面上 s 点集中点之间连线边的集合，从五中选择边子集组 
成网络，使得在拓扑网络边的约束条件下目标函数极值化。一般情况下，设目标函数是网 
络边（被选取的边）的长度之和。通常要求构造路径 (1 条或者多条不相交的路径）、树及问 
路等 a 

表 9-2 中列出问题中的某些问题。表中的许多问题如何用几何方法求解还有待 


表 9-2 G ( E ) 问靥分类表 


W 

路径 

H 路 

生存问络 

V ^ 

1 

1 

晒 

欧 儿电德 最小生 
成树 ( EMST ) | 
rt 线最小生成树 
( RMST ) 

有向巖小生成树 
( DMST ) 

欧几1德最大生 

成树 （ EMXST)I 

1 

p 类 

i 

_ 

蛉短路砼问题 
( SPP ) 

1 

p 类 

「 

晒 

p 类 


NP 类 

1 

度数 受约的 MST 
(^- MST ) 

S 径受约的 MST 
(f MST ) 

最短总路径长度 
ST ( SPST ) 

鍅优通信 ST 
( OCST ) 

第走个最好 ST 
(^- BST ) 

1 

1 

1 

1 

NP 类 

1 

1 

溧移 TSP 
( WTSP ) 

最长路径问题 
( LPP ) ! 

权受约束的最短 
路径 （ WCSP ) 

i 

NP 类 

欧氏 TSP 
< t ： TSP ) 

瓶颈 TSP 
( BTSP ) 

中国邮路问题 
( CHPP ) 

乡村邮路问题 
( RUPP ) 

回路问题 1 
( LCP ) 

NP 类 

多联网络 
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进一步研究，树问题一般都有多项式时间算法求解 

本节叙述几何方法如何应用于 G(£) 问题的求解，具体介绍求解 EMST . ETSP . 
EMXST 等问题的几何算法。 

9. 2. 1 EMST 问题 

欧几里德最小生成树 EMST 问题描述如下:给定平面上《个点的点集 
…，.要求构造连接所有 S 点的生成树，并且长度最 
短。该生成树是一个网络，记为 7’( S ) a 利用 Delaunay 三 
龟剖分 DTG ) 与 Voronoi 图 Vo r ( S ) 等几何结构可以求 
解 EMST 问题.如图 9-8 所示 

EMST 问题已在通信、运输、网络、模式识別及 
VLSI 等诸多领域中频繁出现，因此研究求解该问题的 
几何算法具有实际价值。 

在线性时间内可以把分类问题变换到 HMST 问题 • 

因此 i?(«log 幻是 EMST 问题的一个下界。事实上，该下 
界适用于任意维 J 中的所有 / V -MST 问题，其中囝 M EMST 问题的解 

下面介绍求解 EMST 问题的几个几何算法 & 

平面中 EMST 问题的一个扒 dog«) 算法基于下述观察: r«) 是 DTCS) 的一个子图。 
因此,首先耗费 Oh logn) 时间构造 DTWh 然后用 00 i ) 时间可以找到77幻。 

Chang 和 Lee 提出求解平面 EMST 问题的一种分治算法，该算法构造 ITHS) 并在一 
次扫描中找到 7’CS) 的边起初认为要求的最坏情况时间复杂性是 0Ulog«M 旦后来证明 
该算法的复杂性是 0(Vlog«). 因此，对于平面上的 EMST 问题是否存在不使用图算法而 
巨复 杂性为 0Ulog«) 的算法仍是一个未解决的问题， 

已经证明， RMS 丁和更一般的 LrMST,/>e[lw；l, 可以通过构造直线 Voronoi 图的 
几何对偶来求解。直线 7XS) 是 DTCS) 图的子图，因此，在 OG) 时间内由 DT(S) 可以求 
得: T(S)。 构造直线 Voronoi 图在仍时间内可以完成。 

当把平面中的 EMST 和 RMST 问题看成是已经求解的时候.仍然认为构造高维中 
的 TW) 是不完全清楚的.具体地说，不芎能把基于构造 DT(S) 的修剪方法和相关的邻近 
图推广到高维 。 

Bentley 和 Friedman 提出任意中的一个 EMSP 算法*后经变形，其最坏情 
况时间复杂性是 OWlognh 该算法粗略步骤如下:首先，解由《个子树组成，每棵子树是 
■一孤立点，用一优先队列(堆)存储与某个 S 点 A 的距离按不减序排列的其他3点 4 其次. 
每次累接时.最小子树与它的最近的邻近连接 t 这时要合并两个优先队列。此外，合并优先 
队列时要修改某些入口。为了简化修改，保持5点的一个多维二叉搜索树 

Yao 提出中 EMST 间题的另一个算法，该算法修剪删去 OU) 条线段之外 
的全部线段，使得剩余的图至少包含一个 7'CSh 这个算法也适用于 L r MST 和 A. -MST 
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问题。 

Vaidya 提出一个修剪算法,将包含 S 点集的单位 i 立方体划分成边长 A 的相等小立 
方体。如果 v 级上的两个立方体以和紀满足条件：（1)没有距离小于 A/3 并且大于々的5 
点对(一个点位于 W 另一个位于纪) 存在； （2)5 点集中不存在点/>，使得户分别至 W 和纪 
中最远的 S 点的距离小于最近 S 点对（一个在况，另一个在纪中)之间的距离 & 那 么况和 
纪中的 S 点两两相邻。此外，属于3级立方体衫和衫并且最近点对仅仅相距 h 的 S 点成 
为相邻关系。修剪掉所有其他边，如果3和 A 选择适当，那么可以证明剩余边集至少包含 
-个了 (SK 如果 S 点是随机均匀并且独立地分布于 单位心 立方体 [0，]T 中，那么可以证 
明修剪图是稀疏的概率是高的 & 该算法的期望复杂性是 OOkK ^^)), 其中 c 是依赖于 J 
的一个常数，而^是逆 Ackermann 函数《 

Agarwal 等人通过建立与双色最近点对 (BCP) 问题的关系提出一个 EMST 算 法：在 
以中给定〜个红点的集合和〜个蓝点的集合，寻找一个红点八和一个蓝点九,使得它 
们之间的距离是所有红-蓝点对之中最小的 & EMST 算法划分边集成 OUlog t/i) 个子边 
集，每个子边集形成 S 的两个子集&和 S , 上的一个完全双向子图 a 选择这样的子边集 •, 
使得 &和& 之间的唯一最近点对可能是任意: TCS) 的一条边 & 为了求解给定&和&的 
BCP 问题 f 可以使用一个点集的随机抽样划分初始问题成许多子问題。利用邮局问题的 
任意算法求解每个子问题，这个方法导致中 BCP 问题的一个期望时间复杂性为 

()(<1叫1€^/^10§叫)2 /:1 +心10运、+；^108、）的箅法 & d — 3 时，复杂性为 0((/ ilogw ) 4/s ) 0 

乂 & ^^提出了一个与上述方法密切相关的探索方法，其基本思想是划分包含^点集 
的空间，在每次划分八中对于每个非空立方体表，选择一个有代表性的^点仏。此外，划 
分是嵌套的并且较大立方体6,中的点仏也必须选作包含$的每个嵌套立方体的有代表 
性的点.如果在同一级/上两个有代表性的点至多相距那么保留内连边只要适当选 
择沒和 /,， 便可以证明保留下來的边必包含一棵生成树，该生成树的长度至多是 T(S) 长 
度的（ 】 +0倍。此外，刪去多余的边需要 0(e、k>g«) 时间 5 该探索方法可以推广到具有任 
意/<度量 [1 ]) 的 d 维空间， 

Clarkson 提出 d = 3 时的修剪-搜索探索法,求得的生成树的长度至多是 T«) 长度 
的（1+£)倍，它要求 O( n (lo g « + jlog 幻）时间和 0(«log« 空间，其中 k 最远 S 点对之间 

C 

的距离/最近 S 点对之间的距离。因此 * 该探索法的执行时间依赖于持殊 S 点的分布。 


9* 12 欧几里徳 TSP 

当使用离散的欧几里德度童时，已知 ETSP 在强意义下是 NP- 完全的，但如果使用非 
离散的欧几里德度量，那么该问题仍然是 NP- 难的。下面介绍求解 ETSP 的算法 fl 

这里不介绍求解 ETSP 的各种指数算法，因为这些算法一般没有用到问题的 II 何 
结构 . 

多重分割探索法:开始时将所有 S 点集中的点作为部分解中的孤立点。然后，每次循 
环时，把结点数目小于 n 的非封闭回路并且结点度数不大于2的最短子路径加入到部分 
解中 . 在几何方案下， Bemiey 证明，如果使用 MBST (多维二叉搜索树），则该探索法的期 
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望时间复杂性是 o 卜 没有最坏情况时间复杂性 & 但在图方案下，该探索法的最坏情 
况时间复杂性是 CKdogn )。 

最近插入探 索法： 开始时将单个 S 点作为一条初姶旅行回路，每次循环时，把最接近 
于旅行回路的 S 点集中的/>插入旅行回路，也就是用与户关联的两条边（该两条边的另 
一端点是已有旅行回路上一条边 c 的两个端点)代替原回路中的边〜通常选择边 c 使得 
旅行回路长度的增量尽可能小。最远插入探索法是把离回路最远的 S 点集中的户插入回 
路。随机插入探索法，/>点是随机选取的9在图方案下,这些探索法的最坏情况时间复杂性 
是 O ( V )， 而在几何方案下，使用 MBST 将导致不超过 OUbgrt ) 的期望复杂性。 

我们与其选择最接近于回路的5点集中的 M 不如寻求使回路长度增量最小化的点 
这种改进的插入探索法所得到的回路长度至多两倍于最短回路长度 t 进一步改进探索 
法，选择点'使|^丨+|&| — 1^；丨最小，其中&是已有回路中的一条边，这种探索 
法求得的回路长度至多 [ log «] + l 倍于最短回路长度 . 

最小生成树探索法是基于构造 EMST 7'(5)，沿: T ( S ) 所有边的一侧移动之后冉沿所 
有边的另一侧移动 * 这样便产生两倍干了 ( S ) 边长之和的回路。此外，如果某个户点被访 
问的次数超过 1* 那么闬抄近路的方法减少多余访问的次数 6 可以证明，该探索法求得的 
回路长度至多两倍于最短回路的长度。在图方案下，该探索法的最坏情况下的时间复杂性 
是 0( n 2 ) t 而在几何方案下,复杂性减少到 OGIogW , 

匹配探索法:首先耗费扒〃 log 〃) 时间确定 EMSTT (5) 0 其次，复制中的每一条 
边，把7’以)变成一个欧拉图（在每两个奇度数顶点之间加一条边八再次，对此欧拉图寻 
找一条欧拉回路。最后,利用抄近路的方法将欧拉回路变成 TSP 回路 . 可以证明这个要求 

CK / Hog ") 4 ) 时间的探索法(在图方案下要求 0(^) 时间）产生的回路长度至多倍于最 

短回路的长度 

另一种探索法是从任意回路开始，不断地用其他的条边代替回路中的是 
条边，使回路长度不断减少，直至回路长度不可能减少。 

Krp 提出一种分治法，时间复杂性为 CK « logn >。 首先将所有 S 点集所在域划分成适 
当小的子域，使每个子域包含足够少的5点 & 其次在每个子域中用精确算法求部分回路。 
最后合并所有部分回路得到整体回路。当点独立、均匀分布于单位正方形时 t 这神方法得 
到的回路长度非常接近最短回路长度。 

此外, Stewart 利用点集凸壳的边界作为初姶子回路，得到的回路也较好^ 

9.2.3 欧几里德最大生成树问题 ( EMXT ) 

在图方案下，最大生成树问题与最小生成树问题密切相关:将边的权值(边 长） 取负号 
之后，就由一个问题转換成为另一个问題，而在几何方案下，由于明显的原因 t 无法应用删 
去 Delaunay 三角剖分边的方法.希望 EMXT 问题与最远点 Voronoi 图（及其对 偶图） 之 
间有一种关系，但遗憾的是两者都不是这种情况。 

Mornna 等人提出的算法要求 O (« bg /0 时间和 OU ) 空间，其中 A 是 S 点集凸壳顶点 
的数目 4 该算法首先寻求 S 点集中每个点 f 的最远配对。然后，用下述方法构造用 
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表示的有向最远邻近网络 J 点集中每个点户作为网络的结点，而网络的有向弧连接每个 
户点与它的最远点配对 . F ( S ) 中的每个有向路径由弧的序列组成 5 对应于 FCS ) 中弧的所 
有边属于最大生成树。 

令 C 0 ， C ,， …，表示尸的弱成分，属于 —1) 并且在 CHCS ) 边界上的 
P 点分成两个聚集 A 和 B i , A I 包含有向路径上编号为奇数的结点，而反包含有向路径上 
编号是偶数的结点 。 可以证明对于每个 /(0<«々一 I ) M . nCH ( S ) 和 ftftCH ( S ) 是 
CHCS ) 上的连续点。此外， A 和抆— 聚集的部分将按下面顺序出现在 CH ( S ) 

CH (5), 

不在中的最大生成树的任意边至少必有一个端点在 CHCS ) 中，而且这样的边 
必须连接连续成分,因此只需确定每对连续成分之间的最长边(利用至少有一个端点是在 
CH (5) 中的事实可以缩小搜索范围 ） a 这便产生连接々个成分 C ^ C M …， G -』 成一条回路 
的夫条边。通过删去丨条边中的最短边可以得到关于* S 的最大生成树 . 

该算法的时间复杂性由求 CHCS ) 的时间确定 ^ Kirkpatrick 和 Seidel 提出一种求平面 
点集 S 凸壳的算法，时间复杂性为 PUlogA )， 其中 A 为凸壳的顶点数目 。 因此，最大生成 
树算法的时间复杂性是扒 《 logA ) fl 如果点集 S 中的所有点均在凸壳上，那么该算法的时 
间复杂性减少到 0( n ) a 这个算法推广到 d 维时•其时间复杂性是0((»1叫《广°，，其中 
aW )=2- u+, \ 时，时间复杂性改进到 OU 1 $ ( logn 产 

9-3 G(S，£> 问题 

给定平面点集义要求在关于拓扑网络边的约束条件下选择边的子集形成使某个目 
标函数极值化的网络。与 G (£) 问题相反，这里允许增加某些被称为 Steiner 点的附加点, 
因而可能增加边的数目并且通常将导致更低耗费网络的产生。可以从预先给定的点集 〆 
中选择 Steiner 点，换句话说， Steinei 点的数目和定位可能是未知的，典型的 （；(&£) 问 
题是欧几里德和直线 Steiner 最小树问甄，表 9-3 列出了 G (心 £)类中几何 TND 问题的 
分类。 G (£) 类中的所有问题可以形式化为 G ( S ，£) 中的问题.此外，关于 Stdner 路径和 
Steiner 回路问题的方法可以由它们的对应物或多或少直接得到。反之 , G <£> 中的 
某些树问题是 P 类问题，而 Steiner 树问题似乎是固有的困难。 


表 9-3 G ( S , C ) 问 B 分类表 


Steiner 树 

Steiner 路径 

Steiner 回路 

Steiner 网络 

NP 类 

欧几里德 SMT(ESMT) 

直线 SMT(RSMT) 

1 

1 

1 

1 

♦ 




本节讨论求解几何 TND 问题的几何算法*这里要求增加某些新的点和边 。 ESMT 
(Euclidean Steiner Minimal Tree ) 和 RSMT(Rectilinear Steiner Minimal Tree ) 问题是 






G ( S ，£) 中的主要问题，下面介绍求解 ESMT ， RSMT 问题的几何算法和探索算法。 
ESMT 和 RSMT 问题出现于许多实际问题中，因此，研究求解它们的算法是有实际意 
义的。 

9. 3-1 欧几里德 Steiner 最小树问題 ( ESMT ) 

ESMT 问题描述如下⑼定平面上点集要求生成 S 的最短树 

7’( S ) a 与 EMST 问题不同之处是，增加的所谓 Steiner 点的集合 〆 可以位于平面上任何 
位置，只要它们能使总长度减少，利用 DT ( S ) 和 VorCS ) 可以求解这个问题，如图 9-9 所 

示 t 其中义 = {/ 办 

已知 ESMT 问题是 NP - 难的，它的个别变形是 NP - 
完全的 . 下面介绍求解 ESMT 问题的算法 

平面中的 ESMT 问题的第一个算法是由 Melzak 提 
出的。在这个方法中 A 点集的每个子集都是分离的. 

给定 S 点集中/>个点的子集存在完全的 
Steiner 拓扑(其中所有 S 点的度数为1，而所有户一2个 
Steiner 点/的度数为3>的一个有限数，该数通过检验 S 
点的特殊定位可以简化为一个指数。 

给定一个完全的 Steiner 拓扑， Hwang 提出了一个 图 W ESMT 问 題的解 
线性时间的几何算法*该算法或者产生(唯一的)具有这 

种拓扑井且在 Steiner 点/处相交的3条边之间夹角均为 12( T 的完全 Steiner 树,或者判 
定不存在这样的树。该算法由两个阶段组成，每个阶段包括 f 一 2次累接。在第一个阶段 
中,箅法用（靠近 〆 的第3邻接的适当已定位的)等边点（充当一个 S 点集中的点)代替两 
个适当选择的5点集中的点以及它们共同的 Steiner 点 〆 。 该过程继续下去，直至得到具 
有两个点的完全 Steiner 拓扑第二阶段中，算法反向执行并且一次确定一个 Steiner 点的 
位置。在此求解过程中，可以利用凸壳的几何性质。 

给定所有完全的 Steiner 树,执行它们的一次无遗漏的连接，延伸所有 S 点的最短连 
接成为 7 X 5). 为了简化连接过程等人已提出各种不同的分解技术 s 

Hwang 和 Weng 提出可以用包含求解线性方程组的一阶段代数算法代替二阶段几 
何算法，该几何算法确定一个给定的完全 Steiner 拓扑的 Steiner 点定位 。 

关于 ESMT 问题的瓶颈算法似乎是完全 Steiner 树的连接。设 Z > s ( T ) 表示从完全 
Steiner 拓扑了 通过任何边序列收缩可以得到的所有拓扑(比如 ， 删去边并抹去 端点） ，这 
里一个端点属于点集 S (把已 抹去的点看作收缩后的一个 S 点)。 Trietsch 和 Hwang 已发 
現， ST 于所有《个 S 点上至少一个完全 Steiner 拓扑 T 来说，关于 S 的 ESMT 有一拓扑 
(不必完 全的） ，它至少属于一个他们还提出了寻找属于拓扑 D S (： T )( 如果存在的 
话) 的所有树之中最短的负值边算法。遗憾的是，没有证明该算法在多项式时间内终止，最 
近 Hwang 和 Weng 提出了在时间内求解该问题的一个算法，负值算法以及 Hwang 
和 Weng 的算法是十分复杂的 + 这里将不描述 

^ 中 W >2) 的 ESMT 问题比二维情况下更难求解，直到最近它也一直很少受到注 
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意. Gilbert 和 Poliak 己给出 P 中 ESMT 问题的几个基本性质(类似于 P 中的性质), 
Smith 提出的一种枚举算法产生了 n 个 S 点上（以及《 — 2个 Steiner 点）的所有完全 
Steiner 拓扑。虽然 d 会3时，没有梢确算法确定给定完全 Steiner 拓扑的 Steiner 点的最优 
定位，但这样一棵树的长度是依赖于 Steiner 点定位的一个严格的凸函数。因此，可以应用 
数值方法 . 正如 Smith 所注意到的，设置偏导数为零 ，并且 应用标准数值方法是无效的，因 
为长度函数在接近全局最小时处于非光滑的、复杂的状态。采用对其3个邻近的精确求解 
方法，重复修改每个 Steiner 点的定位将会更好些，但这种方法的收敛性可能非常慢 t 
Smith 证明了利用第(: + 1) 次迭代中求解的下述2〃 一 4元线性方程组可能同时并适当地 
修改所有的 Steiner 点， 

<™ = ( sS/? w 〜 _ 2 

% *h 4 h 

其中每项和遍历邻接于第4个 Steiaer 点的三条边，如果 Steiner 点的初始定位构 
成於^中的非0度量集，则解收敛于唯一的全局最小值。此外，解的序列是递减的，线性 
方程组可以在时间内利用浮点运算和高斯消去法求解。试验结果表明收敛的速率在 
平均意义下是几何型的。 

近来已证明 P 中等边四面体的无限聚集导致亡中关于 Steiner 树比率的最好上界: 

. f 1SMTO 

内=>， 其中 〆 > = 1 MST (5) 

计算及-圆柱形得到内* 



/283 

Vtoo 


3 721 
700 


9 VII - /2" 

140 


0. 7841 … 
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图 9 _ 10 尺= 20 軀旋 线几何 



我们将圆柱形表示为三元螺旋线。图 9-10 表示 N-20 个点的凸壳和 Steiner 树, 
该图明显地示出三元螺旋线结构， 

估计 Steiner 点的任意结构的 ESMT 和 EMST 长度之间的比的下界是一个重要的 
问题长期以来人们猜测没有问题的实例可以有少于 /T/2 = 0, 8666 …的比例。后来, Du 
和 Hwang 证明了一般情况下该猜测为真。 

关于 ESMT 问题的几个探索方法是依据局部改进当前树 T 的思想，并通过已适当定 
位的 Steiner 点的引入和/或替換的方式。 

Smith 提出了求解 ESMT 的 OUlog 幻的探索算法，该算法基于对2、3和4个 S 点适 
当选择连接的思想。利用 DTGS) 与 VorCS) 可以识别2、3及 4 个 S 点集。更准确地说，在 
连接阶段只考虑规模* = 2,3,4 的子集。 

Beasley 设计了构造所有3个和 4 个 S 点集的 ESMT 的探索法，将这些树按照与它 
的 EMST 的比例进行分类并用贪心法连接得到生成所有 S 点的树，该探索法没有使用由 
VorCS) 或 DT(*S) 提供的信息，但是后来 Beasley 又设计出建立在 DT(S) 上的另一种探索 
法，并且利用模拟退火方法删去 MSTW) 中冗余的 Stainer 点。该算法的最坏情况时间复 
杂性是,优于先前提到的所有探索法。 

对于五 、一个 基于 Delaunay 四面体剖分0丁(心的 OU 3 ) 探索法已提出，该探索法的 

基本思想是建立在推测最优 /?- 圆柱形上，因为它为构造次最优解提供一个有效的分解 
结构。 


当: S 点集中的点位于半径为 r 的圆周上时，; S 的 ESMT 是由《边形周边删去其最长 
边所组成。当 S 点是正《边形顶点时,则对于《 = 3,4.5, 关于 S 的 ESMT 有完全拓扑。而 
对于的 ESMT 是由《边形的周边删去一条边形成的 & 

9. 3 2 直线 Steiner 最小树问理 (RSMT) 


直线 Steiner 最小树问题描述 如下: 给定平面点集九，要求生成^的 


最短树 rwu 与 EMST 问题相反，附加的 
Steher 点可以位于平面的任何位置，目标是 
使总扶度减少。图 9-11 给出 了一个 例子。 

已知 RSMT 是 NP- 难的， RSMT 的离散 
化变型是 NP- 完全的 B 下面介绍求解 RSMT 
问题的算法。 


Hanan 证明 RSMT 问题至少有一个解 
由过 S 点的水平线、垂直线组成 s 因此, 


RSMT 问题的解通过图中 Steiner 问题的任 


意精确算法可以找到 & Yang 和 Wing 设计出 
求解 RSMT 问题的分支限界算法，这是唯一 


的一个精确算法。 



下面介绍求解 RSMT 问题的 5 种探索 
算法 t 
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点集 S 的 RMST 是 RSMT 的一个简单的次最优解。 Hwang 证明了对任意 S 点的结 

构 , RSMT 和 RMST 长度之比不可能低于2/3, 

(1) Hwang 设计了复杂性为0(«1叫《)的探索法，该探索法基于 Ue 等人提出的 

0( n £ ) 方法 & 这些探索法采用 3 个 S 点连接的方案。 

(2) Smith 和 Liebman 提出一种局部改进的探索法*复杂性为0(« 4 ),他们还设计出 
基于 DTC 5)、 VorCS ) 的 CKnlogn ) 探索法， 

(3) Richards 提出 OGlogn ) 的平面扫描探索法 , S 点集中的点按 J 坐标不减序分类， 
然后从包含最小 J 坐标的 S 点的树 了开始 ，后继 S 点按它们预先确定的顺序通过最短路 
径加入 

(4) Bern 和 Carvalho 研究了一种0(« 3 >探索法，该探索法由《个孤立点开始，然后将 
两棵最近的树互连起来。 

(5) Komlos 和 Shing 提出一种分治探索法,它首先用垂直线与水平线将 S 点集所在 
的平面域划分成矩形并且用多维二叉搜索树表示，该树的每个叶结点至多含 （个 S 点;然 
后确定每个矩形中的 RSMT : 最后将这些解组合成一个总的次最优解*如杲/ = 
0( lo S lo g rt >， 则该探索法要求 0(« logn ) 时间。 

如果 S 点集中的点均匀分布于矩形的边界上， Aho 等人设计出一个的动态规 
划算法。当 S 点全在凸壳边界上时， Provan 和 Bern 分别独立地提出了 OU 6 ) 算法。 


9,4 G (0) 问题 


设癉碍物集…，奶丨，其中如是多边形并且互不 相交。 上述三类问題可 
以推广为具有障碍物的相应问题，也就是说, G 03) 问题可以分成三个 子类： 

G ( S ，0) 问题：当定位与 S 点有关的新点时，瘅碍物通常是指被禁止的区域。此外 ，一 
般使用最短线的距离 . 在聚集问题中，当必须考虑障碍物时与以后的多重询问有关的空间 
细分变得更为复杂。 

0(£，0>问《:要求所构造的网络的边必须避开障碍物,因此这些边将不再是直线段 
而是多边形的链。 

G ( S ， fi ，0) 问题:所构造的网络的边（多边形链)和附加的 Steiner 点必须避开障碍物。 

上述问题在实际应用中具有重要的意义，问题通常是非常困难的，因为目标函 
数常常是不连续的并且解空间是非凸的。 

GCS 和(义 m ) 中的所有问题可以阐述为有陣碍物的问题•表 9-4 列 

出了其中几个重要的问题。由于这些问题难以求解 ，故 常常考虑用探索法来研究，目前已 
开始应用几何方法设计求解这些问题的多项式时间算法。 
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表 9-4 G(0)iqa 的分类表 


CCSfW 

GiE.m 

G(S ， £,il>(WP 类） 

1 

1 

1 

♦ 

定 位问題 : 
最优化问题 
聚集优化问题 

树 

Steiner 树 

ESMT 

HV 障碍 ESMTO 
直线 RSMTO 

路径 （ p 类） 

1 

♦ 

1 

1 

j 

最 短路径 
多边形内的 SPPO 
£：最短路径 ESPO 
直线 RSPO 

Steiner 路径 

幸存 Steiner 网络 

闽路 

Steiner 回路 

幸 存网络 


9*4_ 1有陳碍物的最大空隙问腰 (MAX G ( Q )) 

有障碍物的最大空隙问题 (MAX G ⑴ )) 属于并可描述 如下: 给定平面中障 
碍物集^3={叫，斯，…，仿丄有界域包含所有障碍物，要求点〆 使得户至任 
意障碍物的最短距离最大，如图 9-12 所示。如果障碍物是半径为〜中心在 p ,( x t , yi m 
圆，/=17^，贝 |J MAX G ⑴)问题有下述代数形式： 

最大化 f 

约束条件 i 

— ^) 2 + (jv™jy p ) 2 ,V i 



图 9-12 MAXGO>> 的解 


Melachrinoudis 和 Cullinane 提出了下述探 索法： 

步1不考虑圆约束情况下，利用松弛法求解无约束问题， 

步2验证所有局部最大值是否满足未考虑的圆约束，如果最好的局部最大值满足 
圆约束，则终止。 

步3寻找所有未满足的约束，并重复求解该问題，即利用 Kuhn - Tucker 条件的圆锥 
方程以及未考虑圆上的代数信息产生新的局部最大值并返回到步 2 。 
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该方法不是单纯的几何方法，尽管如此 ♦它 还是基于格状分解并使用累接策略，首先 
忽略障碍物.然后逐步修正解。在关于障碍物问题的许多算法中这个方法是非常常见的 a 


9* 4*2 具有陳碍物的欧几里徳最短路径问题 ( ESPO ) 

ESPO 可以描述如下:给定平面中两点 s 和 f 及多边形障碍物集 《={ 叫，奶， 
uU , 要求由 s 至£并避开所有障碍物的最短路径，如图9_13所示。 



图 9-13 ESPO 的解 


平面中的 ESPO 问题在多项式时间内可以求解，而 P 中具有多面体障碍物时确定最 
短路径长度的问题是 NP - 难的。 

由到/的最短路径是一条折线链，该链的顶点是多边形障碍物的顶点。利用 
的最短路算法和可视图算法可以求解 ESPO 问题，其时间复杂性为如果 
可视图是稀疏的.则在 O 0«+ tt k > g 〃) 时间内可以确定解，其中爪是可视图边的数目。 

利用最每路径映射 SPMG ，^) 在 OUOt + logW ) 时间内求解任意多边形障碍物的 
ESPO 问题的方法是由 Reif 和 Storer 提出的^如果给定 SPM ，则在 CKlogn ) 时间内 
可以确定包含^的域，而在 OQ + log «) 时间内能够确定到^的路径，其中6是路径上线段 
的数目 a 

Welzl 等人利用可视图给出了求解平面上^条线段的 ESPO 问题的算法，该算法要 

求 0(^) 时间。不难修改这个算法使其能处理多边形障碍物，并且具有相同的时间复杂 

性。注意，如果使用可视图方法，那么对限界将不可能改进。 

多边形物体中两个物体(而非点)之间的最短路径的 0(^) 算法是已知的当是平 
_ 

行线段集合时丄 ee 和 Preparata 提出外《!0奶）平面扫描算法。线段穿过扫描线并且把最 
短路径映射到扫描线.平面上没有最短路径的 OU 勺算法能处理避开 n 条任意相交的 
线段。 

Rohnen 给出平面中避开 A 个凸障碍物最短路径的 OUlog 〃+ P ) 时间的算法，这个 
时间限界在 + W 时间和 Oh + P ) 空间预处理障碍物的条件下达到。预处理包括 
构造可视图的子图。 Rohnen 还给出平面中避开 A 个凸障碍物最短路径的 0( hbg «) 时间 
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和 0(«) 空间的算法，后者不需预先处理障碍物，而是利用 Dijkstra 最短路径算法在线计 
算可视性。当平面中有 A 个凸障碍物井且其边界至多相交两次时, Rohnen 给出的算法能 
找到平面中任意两点之间的最短路径，其时间复杂性为这个时间限界在 

时间和 0(«+ f ) 空间预处理障碍物的条件下达到 

对干£ 3 中有多面体障碍物的情况, Sharir 和 Schorr 提出一个 0( Y ) 算法求解 ESPO 
问题> Canny 将此限界改进到指数时间，他的算法允许障碍物不必是多面体，因此被移动 
的物体不必是点而可以是任意形状 . 

如果把问题加以限制，也就是说寻找 E 3 中点 j 与/之间避开单个凸多面体障碍物的 
最短路径，一个 0 (« 2 10 8 «)算法已由 Sharir 和 Schorr 提出。当凸多面体障碍物的数目增加 
到两个时， Baltsan 和 Sharh : 提出了 一个多项式时间算法（几乎与 OGAogW 成比例八 
Shark 还证明了任意确定数目凸多面体障碍物中最短路径问题存在多项式时间算法 D 近 
来， Chiaiig * T a m ass i a 设计了一个简单多边形/>(相当于要回避的障碍物）内两个凸多 
边形之间最优的最短路径及最小连接路径查询的算法.令《是/^的顶点数4为询问多边 
形顶点的总数。最短路径査询可以在时间 0( logA + log «) 内完成，而最小连接路径査询在 
时间 CKIogA + bg / O 内也可以最优地完成， 

下面介绍探索方法，由于 P 中的 ESPO 问题的求解十分困难，故研究求解该问题的 
近似方法是有意义的， Papadimitriou 设计了一个多项式近似算法，求得的路径长度至多 
为最优路径长度的（1+6倍。 Clarkson 提出另一个近似算法，该算法对于较大的 e 将运行 
得更快些9 

有若干问題与 ESPO 有关，比如，运动规划（第8章已介绍），简单多边形内部的最短 
路径，加权域问题，移动障碍物，有障碍物的直线最短路径问题 ( RSPO ). & 

解决运动规划问題的多数方法与 ESPO 的可视图方法密切相关，另外还用到最短路 
径映射方法。 _ 

Lee 和 Preparata 设计出一个 OGloglogW 算法求解多边形内部的最短路径问题 & 先 

将多边形内部三角剖分，然后寻找包含 s 的三角形和包含£的三角形之间的三角形序列， 
该序列包含由5至£的最短路径 a 

将平面划分成多边形域，对每个域賦以适当的权，路径的耗费定义为权乘以路径通过 
不同域线段长度的和。所谓加权域问題就是要寻找 s 与/之间的最小耗费路径. ESPO 是 
该加权域问题的一种特殊情况:将权 co 赋给障碍物域，而权1賦给平面的剩余部分，这个 
问题有许多实际应用 . Mitchdl 等人证明最小耗费路径由域内的直线段组成。他们还提出 
一个算法，其中 L 表示输入和输出位的数目。 

R ei f 和 Storer 设计允许障碍物移动的运动规划算法，这将更接近实际问題。 


9- 4.3 具有障碍物的 Steiner 最小 树问题 ( ESMTO ) 


具有陣碍物的 Steiner 最小树问题 （Euclidean Steiner minimal tree problem wiih 

obstacles) 可以形式化如 下:给 定平面上的点集{广小，及多边形障碍物集. 0 = 
{ tO] ，％，… tWk } ，要求生成的最短网络并且避开所有陣碍物。利用 S 点集和障碍物顶点 
集的三角剖分可以帮助求解该问題。如图 9-14 所示， Smith 提出了一个求解该问题的探 
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图 9-14 SMTO 的解 


索法, 


石油、天然气及光缆线路的设计中必然出现这个问题 

ESMTO 问題是 ESMT 问题的推广，故 SMTO 也是难的.因此没有多项式时间 
的精确算法求解 ESMTO。 

Smith 给出单个凸多边形瘅碍物情况下三个 S 点的 Ohlog/O 算法 t 其中 n 为 S 点和 
障碍物顶点的总数，后来, Winter 和 Smith 将此改进到沢如果在0(〃)时间内能预处 
理味碍物，则对任意 S 点的三元组 ESMTO 可以在 OUogn) 时间内求解。对于4个 S 点和 
—个凸多边形瘅碍物 + Winter 和 Smith 提出一个 0U 2 ) 算法，在此情况下，.目前还没有0 
M 算法。 

Provan 设计了求解 ESMTO 问题的 e- 近似方法，步骤如下： 

步1在 0( n 3 ) 时间内构造路径凸壳 PCHCSah 脚去 PCHCS,fl) 之外的障碍物，因 
为 ESMTO 的一个最优解必定在该壳的内部 。 

步 2 在 PCHCS，fl) 的内部(障碍物的外部}添加网格点(其密度依赖于 o 的集合 
构造可视图 VGCSUY W)。 

步3利用图中关于 Steiner 最小树问題的任意算法或探索法寻找 VG(5U^ ，^中 
*S 的 Steiner 最小树。 

关于 ESMTO 问題， Armillotta 和 Mummoio 提出一个 0<?j 3 ) 的探索法，步骤如下： 

步1构造可视图 VGCS ， D )。 

步 2 在生成所有 S 点的 VGCS，m 中找一个低耗费树7\ 

步 3 改进: T: 用三个末端点(不包括瘅碍物顶点）的欧几里德 Steiner 最小树代替关 
联边对， 

步4如果 Steiner 点的某些关联边穿过障碍物，则修改 Steii^r 点。如果无修改要 
求，则停止。否则转步3。 

Winter 和 Smith 提出与 ESMT 问题的 OOilogfl) 探索法密切相关的另一神探索法， 

该探索法包括有约束的 S 点三角剖分以及求解具有一个或几乎没有凸多边形味碍物的3 
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个和 4 个 S 点的 ESMTO fl 

推广 ESMTO 问题可以产生下述问题： 

具有障碍物的直线 Steiner 最小树问题。 Liestman 讨论了这个问题的求解方法， 
Watanabe 和 Sugiyama 设计出一个并行探索算法。 

具有曲线障碍物的欧几里德 Steiner 最小生成树问题。修改 ESMTO 问题的算法可以 
求解这个问題. 

黎曼曲面上的欧几里德 Steiner 最小树问题。 Dolan 等人提出求解球面上 ESMT 问 
题的 OOiiogn ) 探索法， 

有陳碍物的三维欧几里德和直线 Steiner 最小树问题 。 这个问题有许多重要应用，比 
如 VLSI 设计中，元件和多层板之间的互连必须是三维的， 

下面讨论几何结构0：出幻"01^),0丁( 1 5)以005),00<5))、几何方法（累接、平面 
扫描、分治法、轨迹、修剪与搜索)与拓扑网络设计问题 ( GCS ,£ + l 3) + G (£* m * G ( i 7), C ； CS + 
£>, G (£), G (*5)) 之间的关系。我们用笛卡尔坐标系的三条坐标轴分别表示几何方法、 
TND 问题与几何结构，如图 9-15 所示。该笛卡尔空间中的点（小立方体)表示该点对应的 
TND 问題的求解使用了与该点相应的几何结构与几何方法 。 某些空白点表示至今还没有 
TND 问题用到相应的几何结构和几何方法，有待人们去进一步研究，如表 9-5 所示（垂直 
于 y 轴切割空间），表中的空白格表示没有问题用到相应的几何结构和几何方法 & 
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G(S ,£,£>) 分类表 


几 

结构 


平面扫描 


分治法 



修剪与搜索 


ETSP ： 0(?) 


RSMT ： 0(n a ) 


CH(5) 



Vor(5) 


RSMT ： 0(n 4 ) RSMT ： 0(«) 
RSMT ： 0(« e ) 

ESMT0 ? 0<?> 


MAXG s O(«logn> 

MAXG iO(n 3 ) O(nlogn) 
ESPOj 

0(»(k+\ogn)) 


ESMTOtO(?) 




EMXT,^(«log«) 



POFP. 

0(nlog» logn) 


MINC ： 0(«1ogrt> 


DT(5) 



RSMJ iG(nlogn) 

ESMT sO(wlogn) 

ESMT*0(n Ilfl ) 

ESMT s O<» i > 


ANNP^(«log«) 
EMSTj SMogn ) 
RMST^C«log«) 


VG(5> 


ESP0:0(rt” 

ESPO t Oa*lognt 

ESPO tO(»1og«+ 

ESPO ： OCnHogn) 

ESPO! 

O(^loglogn) 

ESPO ： OC« 7 Z) 

ESPO,OC« 3 Jogn) 

ESPOtOCnMogn) 

ESPO t O<» a logrt) 

ESPOtOtfl 2 ) 

ESPO ,0(?) 

ESPO . Otn ^) 

ESP0 r 0U_> 


CD(5) 


MAXG^(n) 
ETSP*Oo( nlogn ) 
ESMT0 : 0<?> 
MAXC(n> t 0(?) 


ANNF: 


POFP 


MAXG,Oo<« 2 ) 


o(«dog»y-') oc«^ + \iog7») annp, 


ETSPt 

Oo (nlogn ) 

RSMT ： 

0(nlog«) 


POFP ： 

0(« 4 t(logrt) J ) 


^( nlogn ) 

EMST: 

0<(nlog«) L5 ) 
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续表 



分治法 


MlNCtO<fl z ) 

SMB0,0(« 4 ) 


RSMT 5 0(«log») ICPP, 

\0(n\ogn) 

EMST, 


轨迹 修鳍与捜索 


MINC^(n) 

ETSPi 


OUHlognY) 


EMSTt 

OCnHogrt) 


O(rt 2 log«) 


ESMT*0<exp) 


其他 


ETSPtO(exp) 

ESMT 3 0(?) 


ESMT s O(«n 

RSMT : 0(« 3 > 

RSMT : OCrtlogn) 

ESMTO^(«) 


♦ 235 • 


第 10 章随机几何算法与并行几何算法 


在本章中，将呂计算几何视为高维中的分类 ( sorting ) 和搜索 （ searching ) 问题来研 
究。在实轴及上给定《个点的集合 义要求 依据点的坐标将它们分类， 

分类问寻找由给定点集 S 所形成的/?的划分 H ( S ), 

形式上，划分 //( S ) 是由5中点确定的，而且/?上的开区间由相邻的点构成。相关的 
搜索问题的几何表示如 T : 

搜索 问題: 建立与 HCS ) 相关的搜索结构/?(5),使得对于给定的任意点尺，耗费 
对数时间可以定位包含 g 的/ / CS ) 中的区间。 

搜索问题的动态形式是，通过联机方式增加或者劚去一个点,从而改变集合 S , 并且 
要求修改片 ( S ) 只耗费对数时间。 

高维中，集合 S 的元素依赖所考虑的问题,它或者是高维中的点、超平面或者是多边 
形 。分类 和搜索线性表的最简单的方法是随机方法，而几个髙维分类和搜索问题的已知最 
简单的方法也是随机方法，因此可以把这些方法看作是分类和搜索线性表的随机方法的 
推广 a 下面首先介绍分类和搜索线性表的随机方法，并用几何语言重新阐述这些方法，然 
后推广到髙维。值得注意的是 *5 中的元素可以是数轴上的点，也可以是其他几何对象，只 
要它们可以线性地排序并且在常数时间内完成 S 中任意两个元素之间的比较。 

本章 10. 2,10* 3 U 0.4 节分别介绍增量算法、动态算法和随机抽样，〗()• 5节叙述并行 
几何算法 。 

10.1 分类和搜索线性表的随机算法 

I 

分类实轴及上点的表的一个随机方法是快速分类，它是随机分治法的典型例子，其 
基本思想是从/?中个点的集合 s 中随机选取点 /> es ， 它将尺 分成两个部分又与 s 2 , 
然后递归地分 类&与 如果|^|5,|，则递归的期望深度为 0< log «) ，因此算法的期 
望执行时间是 G (« lo g «) a 另外，利用随机数生成器产生的数（伪随机数)可以选择点 
放宽上述递归 分类&与& 的规定，可以得到随机增量的方法 t 它们将导致不同的算 
法。快速分类的随机增量方法的思想是，按随机顺序一次增加 S 中的一个点，也就是说， 

在任意给定时间，从未添加的点的集合中随机选取一个点 >，并把点户加入到现有的划 
分中。 

设义 是前/个添加点的集合，//«■)是由义所形成的的划分表示的空 
划分，从开始,构造划分序列 

= H ( S ) 

执行算法的第/个阶段，对于每个区间还要保留其冲突表定义 l (/) 是包 

含在/中的内的点的未分类表,相反地，对于 s \5 f 中的每个点，保留指向包含它的 
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// CSO 中冲突区间的指针， 

从中随机选取点 S = 行加入，实际上是分割包含5的//(夕）中的区间以及 

它的冲突表。设厂⑴和/山)表示与5邻接的中的区间，如图 1 CH 所示， /(AOO ) 
和表示它们的冲突规模，即相应冲突表 Lajs )) 和 LAG)) 的规模。显然，加入 A 
的耗费与成比例。 


*S | S 2 S 3 



• s 5 2 中的点 J \ {S ^ h ( 5 J ) 

o ； « S \ P 中的点 


图 10-1 加入第 3 个点 S 3 


随机几何算法与其他随机算法一样都具有一个重_的特征，即在算法中注入了随机 
性，而对输入集合中对象的概率分布不作任何假设，算法中的随机性保证了算法具有较低 
阶的期望复杂性， _ 

估算快速分类的随机增量算法的时间期望复杂性如下:假设按随机顺序加入 s 中的 
点，由对称性所有可能的加入序列是等可能的 . 现计算第 /+1 次加入的期望耗费,其思想 
是从 S + t 到V反向进行 + 即删去义 +1 中的随机点得到义。已知加入 J 的耗费与+ 
/(八(0> 成比例,这意味着第 〖+ 1 次加入的期望耗费(以确定的 S + 1 为条件)是 

~ r \ S + ia z u )) + l ] < 2叫）+ 1] = 0 ^^ 

A 7€ W ( S p+i ) ’ 

因为该限界不依赖于所以它是第 /+1 次加入的期望耗费的限界。因此算法的期望 
耗费为 = Oinlogn ) , 

下面介绍随机二叉树 (randomized binary tree ) 与跳越表 (skip list ) 这两种数据结构， 
它们在随机几何算法设计、执行及分析中起重要的作用。 

10. 1, 1随机二叉树 

随机二叉树与第0章介绍的线段树是类似的，叶结点与划分 f/0S> 中的区间 一一 对 
应，不同的是用随机选择的点标记随机二叉树分 GS> 的根，点^分割 S 为两部分〆 

与 S' 定义根的左、右子树为递归定义的树只 CS、 和/?(〆'），如图 10-2 所示。 



» ♦，蠢 m _ » »> ■ 

- s , 5, S t S , S , S A 


图 102 随机二叉树 
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快速分类的递归算法(分治算法)执行终止时，不仅得到划分 HCS )， 而且还得到随机 
二叉树 P ( S ), 它可以用于定位 HC 5) 中的任意点及。定位点 g 的过程如 下:将 g 与标 
i 己异 CS ) 的根的点〜比较，如果 <7 = — 则任务完成了，即已定位点 g 为点 j ,。 如果穿的坐标 

小于（大于） 点〜 的坐标，则在左(右)子树上递归，最后将达到对应于包 
含 g 的 H (* S ) 中区间的一个叶 & 

上述随机二叉树的定义可以修改为计算划分//⑺）的某个过程 

H { S °) , M ( S [ ) , H ( S Z ), — t H ( S n ) = H ( S ) 

其中 X 是前 / 个随机选择的点的集合 9 通过对/的归纳，定义结构/ /(/) 为前 ; 次加入的 
结构，然后 定义兮 CS ) 为 H («)。//(/) 的叶对应于的区间，并用 y 中的点标记 
的内部结点 & 形式上， H (0) 仅包含一个结点，它对应于整个 / f a 归纳假设已定义 HG )， 设 
Vh 是第 〗+1 个随机选取的点,/是包含的//(义）中的区间，^ +] 分割 J 成两个区间厂 
和第汗1次加入期间删去区间/，并产生新区间厂和16//(义 +1 ).用 s , +1 标记//⑴ 
的叶，它对应于/，得到 HG + 1), 再给标记的叶陚两个子结点，它们分别对应于乃和 
/ 2 ，如图 10-3 所示。 





显然，建立 Z ?( S ) = // U ) 所需要的时间与怏速分类的执行时间为同一数童级，其期 
望值为 OUlog«) B 

下面考虑搜索耗费（又称询问耗费或者点定位 耗费） ，要求估算期望搜索耗费,所谓期 
望搜索耗费意指使用者在仅知道加入的顺序是随机的情况(不知道实际的加入顺序)下期 
望的搜索耗费 a 

固定询问点户 e /?， 利用反向分析法，即从 = H (义）开始，依反向顺序 m ， 
…一次刪去 S 中一个点，产生划分序列 /( P )。 对于 
定义 0-1 随机变量^,使得％当且仅当包含户的中的区间邻接于被删去的点 

S 显然 •//(«> 中搜索路径的校度是，并且％ = 1的概率由 i 限界，因为^中至 

;=| 】 

多有两个点与包含 p 的中区间邻接。这意味着％的期望值亦以吴限界，由期望值 

的线性性，推得 V 的期望值是 0( ^ Odogn ) ,这样对于固定询问点 卜搜索 路径的 

期望长度是 CKlog«) fl 

可以证明，搜索路径的长度是 0( logn ), 即对数限界以高概率成立 & 这是依据调和随 
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机变量的 Chemoff 限界推得的。也就是说,搜索路径的长度大于 log 〃的概率很小。其中 
符号0的意义 如下： 如果对于某个正常数 o /( rt )< wh ) 以槪率成立，则称 

其中是其次数依赖于 r 的多项式。显然,以概率 

1 /户(《)成立， 

如果去掉固定询问点的条件，那么搜索路径的期望长度仍然是因此得到下 
面的结论 & 

定理 10-1 给定数轴上的《个点的点集 S , 建立划分/ /( S ) 及其相关的随机搜索 
树耗费时间，点定位耗费 3( log «) 时间 

上述是在已知点集 S 的情况下建立的搜索树该树是静态的。下面我们将使搜 
索结构动态化,其基本思想是简单的。如果 M 表示在任意时间^点的集合，那么 f 时的搜 
索结构看成是把静态方法应用干集合 M 而构造成的.这意 味着/ 时的搜索结构的最大询 
问耗费是 0 ( 】 og 功）^其中 w = |兄|表示 r 时点的数目 a 

修改静态环境下的数据结构如 下：对 A / 中的每个点 s , 从区间 [0,1] 上随机选取一个 
实数(优先数>赋给点中的点按此优先数排序，称为优先数顺序或者 Shufne 。 M 中点 
的优先数是任意选取的 • 所以 A / 上所有优先数排序是等可能的 . 我们用 Shuffle ( A /)^7 K 
与关联的数据结构状态，该状态由 M 的 Shuffle 确定.设 &表示 A / 上优先数顺序 
中的第 * 个点表示前，个点^… ，&的 集合。我们的数据结构是序列 //( A / 1 ), …. 

的结构，换句话说，按点的优先数递增序添加 A / 中的点，然后定义 
Shuffle ( M ) 是该计算的结构， 


ShuffMA/) 的另一定义是，用 .M 中具有最低优先数的点标记 Shuffle(AZ) 的根，设 

分别是有较低和较高坐标的点的子集，根下面的左、右子树是递归定义的二 
叉树 Shuff]e(M,) 和 Shuffle(M,) fr 


从 Sh U fHe(A /) 中刪去一个点的过程如下：设是要删去的点，并且 

^ 与 M 具有相同的优先顺序.因此亦定义了 Shuffle(A/), 我们要求由 Shuffle(AZ) 推得 
Shuffle(A^)， 分两种情况讨论：⑴如果5在 Shufflea/) 的底部（即叶），如图 10-3 中 

的两个子结点是空的，也就是没有标记 M 中的点，此时刪去这些子结点，如图 10-3 中删 
去标记 A 及其两个未标记的子结点 & (2)5 不在 Shuffle 
(A/) 的底部，此时，逐步增加 s 的优先数到最高可能值，从 
而将它引至树的底部，考虑用 s 标记的 Shuffle(Af) 中的结 
点，如图 10-4 所示。设/和/是标记^的结点的两个子结 
点的标记，不失一般性，设/具有比/更低的优先数，其他 
情况是对称的。现设想增加 J 的优先数使之超过/的优先 
数，这样，必须改变搜索树以适应优先数的变化 & 并因此要在树中/的下面引入^闲为V 
的新优先数更高。利用右旋转操作局部改变这棵树，如图 10-4 所示，得到的树正确反映 A 
和/的优先数顺序中的变动.其他情况与以前相同。用这种方式不断执行旋转.直沉 
到树的底部，然后删去^ 

注意，删去操作终止时得到的 Shiifne(AZ ) 就像它是通过把先前描述的静态方法应 



左旋转 


ia low 旋转 
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用于集合 A / 所构造出的 

由干 ShufflKA /) 的深度是 s ( bg w ) ，并且每次旋转的耗费是 0(1), 因此删去操作的 
耗费是⑺ logw )。 

给 Shuffk ( M ) 增加一个新点 s 的加入操作如从区间[0」]中为5以随机并独立于 

A / 中其他点的方式选择一个优先数，这便确定了集合 A/=MU 的优先顺序，目的是由 
Shuffle ( M ) 得到 ShuffMA /).」 分两种情况讨论 ：（ lh 的优先数在中是最 高的。 此时, 
定位对应干包含， s 的 H ( A /) 中 K 间的 Shuffle ( M ) 的叶.用5标记这个结点，并给它两个 ~ f _ 
结点（这些子结点对应于与、邻接的 H ( A /) 中的两个区间） & 由 亍搜索路径的长度是 
G ( log W ) .所以加入操作需要 D ( b gW ) 时间。 （2 8 的优先数不是 A / 中最高的。在搜索树中 
通过 旋转将 s 贤于适当位置.这个操作是删去期间类似操作的反向 5 因此， 它的耗 费有相 
同的阶 。 

总之，给 Shufne ( AY ) 加入， v 的耗费是 3( log 州），庄意，加入操作终止时所得到的 
Shuffle(V ) 就像它是把先前描述的静态方法应用干集合 A / 所构造的 & 

10.1.2 跳越表 

本段描述分类表中动态搜索的另一随机结构.称为跳越表.首先,阐述静态环境 F 的 
搜索结构，然后将它动态化 t 设 M 是实轴/?上 m 个点的集合，利用底 - 向上的随机抽样技 
术 {见 10. 3 节）,把搜索结构与 A/ 联系起来*并用 SampIdM) 表示搜索结构 t 

从集合 M 开姶 • 得到如下的集合序列 

M = M, ^ O A /, = 0 

其中 AC , 是由用下述方法得到 ：对于 中每个点独立地翻动一枚硬币，并且仅保留 
抛硬币 获得成 功 （ 正面向上）的那些点。上述集含序列称为 A / 的一个分层 ( gradaticmh 注 
意•每个 M . 的规模大概是!规模的一半.因此该分层的期望长度是 0( logm ) a 搜索结 
构 Sa 叫) le ( M ) 的状态完全由 A / 的分层来确定 T 这一点类似于 Shuffle ( AZ ) 的状态完全由 
A 7 的优先数顺序 确定。 

S ⑽ pie (奶由 r 级组成 ， 其中 r 是上述分层的长度 w = CK ] ogw ), 集合脱(1«厂)可 
以肴成是第/级中所存储的点的集合，如图 10-5 所示 。 我们将用 S a mple ( M ) 的第/级的 
分类链接表的形式存锗划分 H ( M ), 这意指必须分类 M (在这种表示中， H ( M ) 的区间 
是隐含的） 。 另外，还把指向第/ 一 1级中相同点的下降指针同存储在第，级的点联 
系起来。为简单起见*假设每个 M 包含坐标一 CO 的额外点。 


- IUM , 


M = 


指针 


H ( M Z ) 

H { M 2 ) 


[y 10-5 跳越表 


所谓 S : impl e ( M ) 中的区间是指 SampleCAn 的任何级中的区间 & 给定区间 

的父 K 间定义为包含/的//⑻…彳中的区间心亦称/是,/的一个子区间。如果设想队父 
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区间到子区间有指针，那么跳越表可以看成是捜索树。 

Sample(AZ) 可以用于搜索，其过程如下:设 x 是要在 H(A/) 中定位的点 a 首先_平凡地 
定位X在/ /(M) 中，它仅由一个区间组成，即整个尺 fl fcl 纳假设 s 已定位在 H (脱），即^定 
位于存储在第/级（1<，<〃)的划分中。设 Af 是包含 s 的区间，利用与八,的左端 

点相关的下降指针可以搜索 A f 的所有子区间.便得到包含 s 的第/— I级中所需要的区 
间^当搜索达到第一级时，便完成了搜索，如图 10-6 所示。注意.搜索耗费与搜索路径 
上子区间数成正比，所谓搜索路径上的区间是指包含 s 的 Sampk(M) 的所有级中的区间 

"(MJ 

H ( M 2 ) 

m 10-6 搜索路径 



可以证明 Sample ( M ) 中的期望级数以高概率为 OUogm ), 构造 Sampk ( M ) 耗费 
m w logm ) 时间，而期望搜索耗费是 O ( log w )。 

新点 s 加入 Sampk ( AZ ) 的过程如下 :反复 抛一枚硬币直到失畋(反面向上 ）， 设 ） 是失 
畋之前成功的次数，目的是通过 ）+1 把〃加入到1级。对于每个 /, Sample ( Ai ) 中 i 的搜索 
路径报告包含5的区间 丄如图 10-6 所示。因此，对于每个需 
要分割每个 A ,, 并用下降指针连接相继级中出现的 v 如图101所示。当 j + 1 大于当前深 
度 r 时，需要产生仅包含^的额外」+1 —广级> 上述过程的耗费是 S ( logm ), 

T - HiM \) 

1~ t - T— -IT " (AJ;) 

1—1 - 1 -1~ t- ~ - ― i-4 — "(Mp 

U ._ * 1 . 小 i . . i 1— HiM ) 

图 10-7 加入新点 s 


设 M ( 对于1€/<_；十1,对；表示 MUW ; 并且对于令 

上述加入过程终止时，得到已修改的数据结构 SampletM') ,它对应于分层 

U = 2 … 

看上去该分层好像是将本段开姶的静态过程应用于集合 A/ 而构造的。 

删去点时，只要由包含5的每级中删去它，每级删去的耗费为0(1)。包含 5 的 
期望级数是 0(1) t 因此，删去 j 的期望耗费为 0(1 八 


10.2 增量算法 


S 计算几何中高维分类问题描述如下:给定 W 中的対象集合二快速构造递归的几 
何划分 ms )。 对象集合 s 和划分//以）都依赖于所考虑的问题 & 

构造的最简单方法是增量算法。所谓增量算法是指一次增加一个对象逐步构 

* 241 * 


造的算法 g 前面阐述的平面凸壳以及线段排列等均已使用了增量算 法。 由于这种方 
法不能有效地工作，所以对其进行改进，即按随机顺序一次增加一个对象，改进后的算法 
称为随机增量算法0随机增量算法的抽象形式如下 t 
步1构造 S 中对象的随机序列 《置换 h 山，… 

步2依据该随机序列的顺序一次增加一个 s 中的对象。 设义 表示前〖个增加对象 
的集合，在第 〖阶段 ，算法保持由粲合夕形成的划分相关的辅助数据结构 a 每次 
增加一个对象时，义)与辅助数据结构都要进行有效地修改 & 

增量算法不一定都是联机(半动态)的,但本节中的增量算法可以转换成联机算法 U 
联机算法(半动态算法)的任务是要有效地保持划分 //< MK 其中 M 表示在任意时刻 
巳增加对象的集合），并且新增对象之后要快速修改 HOO 。 该修改所需要的时间与修改 
过程中划分 //( M ) 的结构变化成比例。所谓修改过程中的结构变化是指在该过程中新产 
生的及删去的小面的总数。例如考虑平面上线段排列问題，此时 M 是平面上线段的集合， 
H ( M ) 是所得到的排列，任意增加过程中结构变化大约是 m ( M 的规模 K 

一般来说*随机增置算法有较好的期望时间复杂性 p 下面给出增量算法的几个实例 & 

1 队2,1四边形分解 

给定平面上 a 条线段的集合如图 10 -8( a ) 所示，过 S 中线段端点及交点作垂线，这 
些垂线延伸至首次碰到 S 中一条线段为止，便得到平面的四边形分解，记为如图 
10 -8( b > 所示的规模是001 +;0，其中 * 是 S 中相交线段的数目 • 本段将给出构造 
H ( S ) 的随机增量算法，该算法的时间复杂性为 0«+« logn ), 低于扫描算法的时间复杂 
性 Oiklogn + nlogn ) ，但以损失确定性为代价。 



(d) //(5 4 )中沿办遍历 （ e) M f (S A ) cf) HCS % ) 

图 10- S 平面的四边形分解 

开始时，是空集。然后按随机顺序一次选取 S 中一条线段加入到 H ( S )。 算法执 
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行的第 / 阶段，要构造 H(y)， 其中 X 表示前；条随机选取线段的集合.如图 10-S(c：) 所 
示 & 第 v + 1 次随机选取的线段记为5 = \ + | (^,和表示它的两个端点），用下述方法将 

义十〗加入到 HiS 1 )： 

步 i 遍历和分裂 & 假设已知包含 Ad 的四边形(义），从4 +1 出发遍历 s 到达 
在图 101( d ) 中.该遍历过程要碰到 //( y ) 中的小面札， A ，私，私和和。沿 J 穿过小 

面/所需要的时间与面长度 （/) 成比例，其中面长度 (/) 表示与/相邻的的顶点 
数。对 S 穿过的小面/需要进行分裂处理:如果 S 与/的上侧面或下侧面交于点V，则过点 
r 作垂线 h 延伸/直至首次碰到//(V)中的线段。如果5中的端点位于/的内部（比如图 
10-8(d) 中的札与艮），则过端点作垂线，并延伸垂线至首次碰到 //(Y) 中的线段 & 显然， 
小面/至多被分裂成4个更小的面，并且分裂工作可以在与面长度 (/) 成比例的时间内 
完成。本步完成之后得到划分//(V),如图 ]04(e) 所示9 

步2 收缩与合并 & 如果过 H (义）中交点 W 的垂直线与 5 相交(设交点为 u /), 则收缩 
该垂直线使终止于 s 上，如图所示 & 任意垂直线的收缩需要 0(1) 时间 & 收缩之后， 
便合并与该垂直线删去部分相邻的面(如图 10-8(0 中的尺"） & 

由上面的讨论得到下述的结果. 

命题 10-1 如果已知包含〜二的一个端点的 H(V ) 中的四边形，则在与面长 
度 (/) 成比例的时间内可以把 HCS _) 修改为，其中小面/是指与 s 相交的 H ( S r ) 
中的所有四边形9 

箅法执行的第 r 阶段保持一个无序的冲突表人(/)，并且每个小面/ 在/ /(V)中。 
W/) 包含未增加线段的端点（位于/内部），由与^的每个端点有关的冲突指针可以获得 
包含端点的/ /(、V) 中的四边形，而且这仅需0(1>时间。另一方面，增加 j 时，除了分裂和 
合并面之外.还要将它们的冲突表作相应的分裂和合并 5 冲突表的分裂在与其规模成比例 
的时间内完成:如果小面/被分裂成两个更小的面/,和兑，那么对于/的冲突表中的每 
个点要确定它位于 A 中还是 A 中 4 通过连接可以合并冲突表，每次合并需要0<1)时间。 

命® 10-2 修改冲突表的耗费是 0( $/</)) ，其中/是与 s 相交的 H (义）中的所 
有四边形，而 /(/) 表示/的冲突规模，即冲突表 /,(/) 的规模 . 

由命题 10-1 和 10-2 可以得到，把加入到 H(S] 的总耗费是0(冗，面长度 (/) + 

/(/}) ，其中/是与 5 相交的 //CS0 中的所有四边形 & 利用反向推理方法(即从//(义，中 
删去 \u) 可以得到下面的结果（省略证明的细节）。 

定理 10 2 平面上 n 条线段所构成的四边形分解可以在 0«+^ogW 期望时间内构 
成，其中 々表 示相交线段的数目。 

上述算法是增量的而不是联机的，这是因为它保持冲突表，在算法的第/个阶段它依 
赖干 5\5 f 中的线段。冲突表有助于在中确定 sc 的一个端点 。 如果能建立与 H(S ) 
有关的联机搜索结构 ， 并用表示这个搜索结构（简记为 HG)), 那么就没有必 
要保持冲突表 . 这样，便将上述增量箅法转换成联机的 & 

//(/) 表示的搜索结构类似于二叉捜索树算法执行的第/个阶段保持/ /(Y) 及搜索 
结构 Hit) , 的叶指向 // ( V) 中的四边形。对于给定的任意查询点可以在 OUogn 
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时间内以高概率定位包含户的 //( y ) 中的四边形。这样便将上述的随机增量算法转变成 
联机算法6该联机箅法进行点定位的期望总耗费是 0(^] log f ) tOblogn ) ，因此，算法 

i 

的总期望时间是 OGlo g «+々） ，其中走是相交线段的总数目 & 

可以递归地确定首先, H ( O ) 由一个结点 （称 为根)组成，它对应于整个平面 & 然 
后归纳假设已经确定//(/) 6 由//⑺得到40 + 1 >的过程如下:设表示要加入的第 
i + 1 条线段。如果//(々）中的四边形/与 j 相交，则加入 s 期间/被分裂。因此，当被线段 
^分裂时标记中指向/的叶，并把该叶与指向 s 的指针联系起来 & 图 104( d ) 中，加入 
〜时.四边形凡，札和 K 被分裂，标记对应于 和&的 H (4) 的叶。 

类似地，在第 / + 1 次加入期间定位新近产生的中四边形的新结点，对应结 
点处存储新产生的四边形。因此，图 10-8( d ) 中阴影域定位新结点。/ /( 义）中给定一个分裂 
的四边形/及中新产生的四边形心如果则 s 是/的一个子结点。在 
这种情况下，把指针与对应于/的 //G ) 中的结点联系起来，其中/指向 g 的新产生的结 
点（叶），这就由确定了 //(/ + 〗），如图 lO - S ( d ) 〜 （ f ) 所示. 私 6 H ( Y ) 的子结点是 

HiOHd 注意中任意结点的子结点数目不 超过夂 

HG ) 是一个有根的非循环直线图，其中直线边对应于从父结点到子结点的指针，每 
个结点的出度至多是4 。 R 的根开眙，根的一个子结点对应于包含査询点户的--个 
四边形，因为子结点的数目至多是4,所以可以在 0(1) 时间内确定该子结点。然后继续该 
过程*沿//(，>中某条路径向下搜索，直至达到一个叶，该叶对应于包含 p 的/ /( A ) 中的四 
边形。 

显然， 定位请1 问 点户的 耗费与中的搜索路径的长度成比例，有下面的结论 4 
引理 10-1 对于一个确定的査询点， HG ) 中的搜索路径的长度是 5( k > 皮上 
证明采用随机二叉树及与加入过程相反的顺序来证明。设/>是一个确定的査询 
点，想象依据反向顺序^ j ，…， s 〗 从 s 1 中一次刪去一条线段《对于定义一个 
0 -1 随机变量 A 使得当且仅当包含户的 H ( V ) 中的四边形与 h 邻接.注意，由夕 
删去^的过程中该四边形将消失。比如•如果位于图 10 - SU ) 中任意阴影四边形中，那 

么 K 将是 U 显然，中搜索路径的长度是^但^中的每条线段可能像^那样 

>=| 

等概率出现，因此, K =1 的概率这是因为夕中至多有4条线段与包含户的 H ( S ^) 
中的四边形邻接.这意昧着 V ,的期望值是0(1/))。由期望值的线性性*得出搜索路径的 

期望抶度是 L $ = 0( lo g «) & 再利用 Cher ⑽ ff 技术，便得到引理的结论成立 a 

证毕。 

引理 10-2 对于任意如果已知对应于包含查询点 > 的 H ( y ) 中四边形的 
// Q ) 的结点，那么可以在 Oj l + k > g | j 期望时间内定位包含 p 的/ /( 义）中的四边形 t 

证明连接结点的搜索路径长度是 Sv ; , 它对应于包含；> 的 //( 义）和 H (义）中的 
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四边形，因此期望值是 o y ; 1 - o log I ), 证毕 & 

有界度 性质： H ( S _) 上每个询问的回答是由义中对象的有界数<指由一个常数限界 
的数)确定的 & 

3前，上的询问的问答是包含询问点户的四边形，显然，它是由 Y 中与四边形 
邻接的线段的有界数确定的。…般情况 T , 只要有界度性质成立，引理 10-1 就成立。 

引理 10-1 证明了关干査询点的搜索路径长度的高槪率限界。而 H (/) 中捜索路径总 
数受囿于/屮固定度数的多项式，即 o(^) D H (/) 的深度是 d ( i 0 g /). 

如果 S 中线段除了在其端点相交外，它们不相交，那么 S 中的线段便构成一个平面 
KK 可以用上述兑法来构造该平面囝的 四边形 分解以及关于该四边形分解的点定位结构。 
这个结构可以用来定位包含一个给定询问点的四边形 ^ 一旦知道包含询问点的四边形，也 
就知道含该点的平面图的小这样便可得到关于平面图的点定位结构。 

如果 s 中线段由一个简单多边形的边组成，那么四边形分解算法的时间复杂性是 
0( Mog 〃）， 这是因为在这种情况下没有线段相交、即 A = 四边形分解算法仍然按随机顺 
序一次加入一条线段，并保持 H ( y ) 及如杲不计定位加入线段的一个端点的耗费, 
那么兑法的期望时间是 0(〃） 。联机四边形分解算法时间复杂性中的0(〃108»)项是由于 
点定位耗费而产生的，只要改进定位端点的方法，便可降低算法复杂性，现有的结果是期 
望时间复杂性为 OUbgW 如果从数，:开始并以小于1的数终止，那么 log 、 表示需要 
执行对数运算的数目。也就是说,它是使〃的第丨次迭代对数小于1的最小的正整数是。 

定理 10 3 简单多边形的四边形分解及点定位结构可以在 OUlog 、) 期筚时间内构 
成 t 其中 w 是简单多边形顶点的 数目。 点定位的耗费是 

10* 2* 2 凸 多胞形 

设、 V 是汐中 "个半空间的集含，其中 d = 2 或者3。另设 HC 5) 是由这些半空间的交 
形成的凸多胞形时, // ( S ) 恰是一个凸多边形 4 本段先给出一个构造// (5) 的随机 
增姑猝法，它的期望时间复杂性为，然后说明如何将该算法转换成联机算法 a 
设 V 表示随机增加的前 f 个半空间的集合, KW ) 是义 对空间的划分，并设 H ( S r ) 
适有界的。为了确保//(^^的有界性，只要把 S 限制在一个充分大的超矩形域内。如果已 
经构造 T 出夕>，那么由出50构造即向//(幻加人第 汗1 个半空间 ，的 
步骤如下： 

步 I 随机选取 一半空 间作为 s = 

步 2 在 HCS )ri5 中选择 //(y) 的〜个顶点，记为户，其中；表示 5 的补 (称 户为与 J 
冲突的顶点），转步4。 

步 3如果 S 中不存在冲突顶点卜则删去 S 输出 

步4由户出发，沿 HCSJ 的边搜索到^由搜索过的边和5组成连通域记 

为 c 叩 (，、 ■ 』 ） 。 

步 5 ») 二 HW)\ C ap(i] 

如聚用/表示交于 A 的 // ( Y ) 的 2 -面，井且/完全位于；的内部，则刪去/和相邻的 
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边及顶 点。 如果/部分地位于5的内部，则分割八也就是说，用 代替八 删去位于 
内/的边。分割部分交于^的/的两条边，产生一条新边 / n 决，其中决表示 j 的边界 D 
最后，还要产生新的面修改相关信息，这就完成了由尺 ( y ) 构造//(义 +] )的任 
务。如图10,9所示 & 



( d ) ( e ) 


图川 -9 构造凸多胞形 

U ) 半空间集介 S ( b ) 修改或 H (5 6 > ( c > 中的冲突 （ d ) cap ( v ) ( e ) 冲突的重新定位 


如果不计寻找冲突点户的耗费，那么加人的耗费与/ /( 义)中被删去的顶点数 
加上中新产生的顶点数成比例，或者与包含在七, + 1 中的 //(^_ + t ) 的顶点数 （ i 己为 

州 Ui 』， 义 H )) 成比例 4 

利用反向推理方法*设想从夕 +1 中刪去^ + ^由于中的每个半空间可以等概率出 
现，因此期望耗费与下述等式成比例 

yj 坩“， 5 …） 

其中和是由 j 乘上的顶点数所限界，得到结论： 

引理 10-3 对于给定的第 /+1 次随机加入时新产生的顶点期望数由^乘以 
H ( V + I ) 的顶点数所 限界。 

因为 义〜是 S 的随机抽样，没有任何约束条件下的期望值是由心 U + + 所限 
界，其中 H / + 1) 表示，+ 1时/ /( 义^的顶点数的期望数 & 3 = 2,3时，该期望数是 
() ( / + 1>。因此，如果给定一个冲突点"那么第/ + 1次加入的期望耗费是0(1)。 

下面说明如何定位冲突点^基本想法与上一段中介绍的四边形分解算法的思想类 
似。算法执行的第阶段，对于半空间 / esw 保持指向与其冲突的//<々）中的一个 
顶点的指针，设诙顶点为 r ， 见图 10-9(0 〜 (eK r 是 capU +1 )* 的一个顶点，我们需要寻 
找与/冲突的 HCS f + 1 ) 的另一个顶点，此时,包含在中的一个项点必与/冲突，图 
中顶点/即为所求的顶点。 

H 时.//( V )的顶点包含在三个限界平面中，而 d = 2 时，包含在两条限界直线中。 
因此，在最坏情况下，上述搜索与 c a p (> fM > n 7 中的顶点数成比例，该顶点数等于与/冲 
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突的 HW) 中被删去的顶点数，加上与 J 冲突的中新产生的顶点数.每个新生顶 
点仅可被删去一次，因此可以忽略被刪去的顶点数，这样搜索耗费与和/冲突的 H (义 +| ) 
中新生顶点数走 (5 … a + m /) 成比例，这些新生顶点在也―,中，它们也是 H(P_) 中与 
邻接的冲突顶点 . 

定理 10-4 给定浐中(心:2.3)«个半空间的集 合义由 它们的交形成的凸多胞形可 
以在期望时间 0(«〖og n ) 内构造 & 

证明假设已给定估计 “5^，^,,/)的期望值。从中随机选取 & +1 ，也就 
是说 am 以等概率从 *5+ 中抽取。//(义 +1 )中每个顶点与义中 d 个半空间邻接 a 因此. 
该期望值与下式成比例 

忐 S , 奶〜， 

1 

其中 HP、/) 表示与/冲突的 H(y +l ) 中顶点的数目对于给定的 Y+ 1 ， 第 / + 1 次加入 
时新产生顶点的期望冲突规模由下式限界 

2 奴 m (10-1) 

WV ^ + I 

另一方面，假设5. + 2 等概率地从中抽取，所以 （ CS I+1 的期望值是 

£[A(5' +1 ， j , 4 2 )] = ” — (: + i) 2 々( W) 

因此.式 （10-1) 可以写成 


- U 


1) 


£[^(5 


j 十 2 


>] 


但是也可以把 々CS_ +l ,hO 解释为第/ + 2次加入期间被删去的 H(y +] ) 的顶点数。对/ + 1 
求和，得到算法执行中所产生的全部顶点的期望总冲突规模，它由下式限界 


rp _ 


</ + 1) 
r+i ^ 


x {/ + 2) 时刪去 m 点的期望数 


( 10 - 2 ) 


算法执行中产生的所有顶点的期望总冲突规模也由下式限界 


” I 


U + 1 ) 
r + 1 


X G+1) 时产生顶点的期望数 


(10-3) 


由引理10-3,式 （10-3) 可以表示为 


ri _ 

1> 2 


- H + 1 ) eu + 1 ) 

/ 十 1 / + 1 


(10-4) 


其中 eG + 1) 表示在时间 /十1 凸多胞形 HCS〜 ] ) 上顶点的期望数 ， d=2,3 时，该顶点数是 
0( 山所以士+1)是 o(o。 因此，算法执行的期望耗费为 of S ^~/ 1} 


0( 山所以 H/ + 1) 是0(0。因此，昇法执行的期望耗费为 q 2J j ^ Oinlogn ). 

证毕. 

上述算法是增量的但不是联机的，这是因为算法保持未加入半空间的冲突，这些冲突 
在加入期间提供 HCS 1 ) 的一个顶点位于〗, + ] 中。与上段类似，引入联机搜索结构 H(0, 
可以使算法变成联机随机增量算法， 

假设V包含的半空间是一个充分大的矩形，因此，//(0)包含对应于该矩形的角的结 
点 J3 纳假设已确定 //(7K 由 ) 构造 //G + 1) 的过程如下:在时间 /+1 时,如果 H (义) 
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中一个顶点与冲突，则删去该顶点，因此，当由半空间^删去时在//⑴中标记相应 
的叶.还要定位 //( y +] ) 中新生顶点的中的新结点。这些新生结点与 cap u fl ) 的 
底部顶点-■一对应^类似地，中被删去的结点与 capG It q ) 中剩余顶点一一对应。因 
此，连接这些被删去的和新生的顶点构成链它是 apGd ) 的边界 ，如图 10-9( d ) 
所示。 

给定半空间，利用结构 H ( t ) 寻找与 I 冲突的 // W ) 的一个顶点的过程 如下： 

步1 在结构 // 中寻找结点 ~ 它对应于与/冲突的 ) 的一个顶点，耗费 0(1) 
时间. 

步 2 设 ) 是删去广的半空间，利用链寻找对应于与 J 冲突的 H ( V ) 中顶 

点的 结点, ，/(\)对应干 ca P ( U 的边界 & 

步3 搜索 capCv ,) 的边界。 

步 4 重复步2、步 3 ,直至达到对应于与/冲突的 H (义） 中一个顶点的 / YG ) 的-个 
叶时终止。 

上述过程的第/阶段保持只(5_)及 //</), 利用结构 h (/) 可以定位与冲突的 
HCS _> 的顶点。这个过程将凸多胞形的随机增量算法变成随机联机算法。但该过程不改变 
原箅法复杂性的量级，只是增加常数倍。也就是说，构造凸多胞形的随机联机算法的期塑 
时间复杂性仍然是 CK « log «)。 

10* 2 * 3 Voronoi 囝 

三维凸多胞形投影到平面便得到平面上的 Voronoi 图，因此上一段中介绍的 算法可 
以产生一个构造平面上 Voronoi 图的随机联机算法，该算法的期望时间是，其 
中《为点集中点的数目。 

下面考虑 Voronoi 图中点定位问题，也就是要构造 Voronoi 图的联机点定位结构， 

设 S 是平面上《个点的集合 t Vor ( S > 是 S 中点形成的 Voronoi 图 4 上一段中随机联 
机算法直接处理 Voronoi 图的过程如 下:依 据随机顺序每次增加一个点 & 设$表示前，个 
随机加入点的集合，在每个阶段 ，，算 法保持 VoKS ) 及上述加入的结构由 Vor ( y > 
构造 Vora ^ 1 ) 的过程如图 10-10( a >'( b ) 所示，设表示第 ，十〗 次加入的点，步骤 
如下： 

步 1定位与5= vh 冲突的点户 ，户 是位于 S 所在的 Voronoi 域中的 Vor W ) 顶点 a 
可能有多个 V 0 rCS f ) 顶点与 s 冲突 t 这些冲突顶点和相邻边构成一个连通图.图 lO - iO ( b ) 
中用点线表示该连通图。 

步 2计算 VorG ) 的边的 Voronoi 域。 

步 3 册 I 去与 s 冲突的所有点及相邻边 & 

阶段 〖的结 构包含关联于每个顶点的唯一结点，该顶点作为某个 Vor (义）顶点 
产生，第 〖+ 1 次加人期间所产生的连接结构 / U +,) 对应于 V or U . H ) 的边界上的新顶点 
及 VorU 」 ,>内的顶点之间的连接边，见图 10-10( c ), 

用于搜索的结构如同凸多胞形情况。设给定一点定位与/冲突的 Vor ^) 的 

-个顶点如下：首先寻找对应于与/冲突的 Vor ( y ) 顶点的结构中的一个结点（设 
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* 中被删去的®点 

o 中親产生的顶点 

Cc) 





图 10*10 构造 Voronoi 图 
(a) VorCSO <b) Vor ( 穸 +l ) (c) /U+i) 

(d) W ( 及） (e) a + , 加入蔺 <f) HiS^ 1 ) 


VorCS” 中单个无穷域是一个近似无穷的超立方体)，归纳假设在与 J 冲突的结构中某个 
结点6假设在阶段 > 翮去 L 利用连接 /G,) 可以寻找对应于与/冲突的 Vor (少)中顶点的 
一 个结点，其过程如下:首先，与/冲突的的结点构成它的连通子图(与 10. 2. 2小节 
中 cap<SM>n7 类似 h 通过搜索,利用连通性可以定位对应于 HCS0 中一个冲突顶点的 
一 个结点，从£开始并在上述 Kh) 的连通子图内搜索 • 一 旦找到对应于 VorCSO 中的冲突 
顶点的结点〜就停止搜索。然后用类似方法在结构中由4向下搜索，不断重复此过程直 
至在阶段〖达到结构的叶为止， 

上述构造 Voronoi 图的随机联机算法的描述只是凸多胞形的随机联机算法的一个转 
换，因此有下面的结论 & ^ 

定理10>5以联机方式在期望时间 OGbga ) 内可以_造平面上任意 n 个点的 


Voronoi 
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下面具体介绍 Voronoi 图中的点定位问题 4 修改上述算法使得在阶段/时保持的不 
是 Vor(Y ) 而是某种三角剖分 //(V), 这只要把点集 5 中的点与该点的 Voronoi 域的顶 
点连接起来便得到一种三角剖分 H ( V ), 称 H ( V ) 中的域为三角形 △ (某些无界域不是三 
角形），如图 lCMO ( d ) 所示，重要的是//(5_)具有而 Vor ( Y ) 不具备的下述有界度性质: 

中的每个域△由^中至多 4 个点确定，所谓确定点意指它的 Voronoi 域或者与^ 
邻接，或荇包含 A 的点。另外要求有界度性质保持结构的深度是对数的。 

结构 //(/) 现在是三角剖分…,//( V )序列的结构.它的叶指向 
中的三角形。 

考虑第 / + 1 次加入点 s 二.已知如何将 Vor ( S ) 修改为也可以把 
H ( S _) 变为.以及//0>变为 //(/- hi ). 下面阐述后 者：当 删去时，标记对应于 
中被刪去三角形的的叶 a 比如图10-10&)中,删去时，标记与阴影域相交的所 
有三角形，还要定位 //($ + _) 中新生三角形的结点 & 图 1010( f ) 中，这些三角形是与阴影 
域相邻或荞包含在该域中。这些三角形分成两种类型：新 VorG ) 域内部和外部的三角形 & 
与 VorCs ) 相邻的任意 Voronoi 域可以包含至多三个新生外部三角形 & 给定一个被删去的 
三角形 ( s f ) 及新生三角形 reH ( y +1 >， 如杲 me 咎0,则7是占的子结点，如果 r 
是一个外部三角形，那么称/是 d 的一个外部子结点；否则，是内部子结点。比如，图 
10-10(0 中和7是6的外部子结点，而？是5的一个内部子结点9 HCS _) 中已删去的 
三角形至多有三个外部子结点，另外，仅与指向 HG + 1) 的新生叶的外部子结点的 HQ ) 
指针的叶联系。 

依据绕 〃的循 环顺序，连接//⑺〃 1 )中新生内部三角形的所有叶，建立对应于该循环 
表的顺时针排列的搜索树(利用随机二叉树 h 这种搜索树称为与 s 有关的辐射树；给定位 
于中域 VorU ) 内的任意点 "利 用辐射树在对数时间内以高概率可以确定包含 
户的 Vor (5> 中的内部三角形。 

设 P 是任意询问点，定位包含/>的// (50 中三角形的过程如下：从的根开姶, 
根对应于中的唯一无穷域，然后下降到包含户的根的子结点。不断重复该过程，直 
至达到对应于包含 A 的 HCS 1 ) 中三角形结构的叶 9 利用/(巧)可以执行下降操作：给定结 
构中一个结点，它对成于由点刪去的包含户的三角形夂如果 S 的一个外部子结 
点包含…则由3指向其外部子结点的指针可以定 位户； 否则，利用与巧关联的辐射树在 
对数时间内可以定位包含户的三角形的内部子结点。 

上述点定位的耗费与搜索路径的长度成比例，比例系数在一个对数因子内 4 由于 
H 0) 的深度是所以利用片 ( O 进行点定位的耗费是 5(! og 2 山 另外，义中距询问 
点 A 的最近邻近点是标记包含々的 Voronoi 域的点，因此，利用结构 WU ) 在 0< log 2 O 时 
间内可以回答最近邻近询问。 

10*2.4 构形空间 

上述增量算法有许多共同点，本小节将抽象其共性，目的是更广泛地应用它9利用构 
形空间可以完成这个工作.构形空间是构成随机增量算法的基础。 

给定对象的一个抽象集合 X ，对象随具体问题的差异而不同，比如，处理四边形分解 
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时对象是线段，而处理凸多胞形时它们是半空间。 

S 上的构形是一偶对 ( Z )， L ) 二 （/) Q )， LU ))， 其中乃和 L 是 S 的不相交的子集， 
中对象称为与 0 有关的引发物 Unggers )， 又称它们是确定 j 的对象。 L 中的对象叫做与 a 
有关的限制物 ( stopper ), 又称与 冲突的对象。定义度是 DU ) 的基数，级或者冲突 
规模 /(〃) 定义为人化)的基数。为简单起见，用 d 表示度 d 代表级。 S 上的构形空间 ii ( s ) 
是 S 上的构形集 • 它具有有界度 性质: iJG ) 中每个构形的度是有界的 

/7以)是一个多子集，这意味着 iJW ) 中多个不同的构形可以有相同的引发物和限制 
物，所谓 i 7 ( S > 的规模是指 il ( S ) 中多子集元素的总数，其中具有相同引发物和限制物的 
不同构形将重复计数 a 如果具有相同引发物和限制物的不同构形不重复计数，那么计数结 
果称为 JICS ) 的简化规模 . 用 |/ JCS )| 或者/1(5)表示/7(5)的规模，乃(6》表示简化规模,对 
于整数 / G >0)， 定义 / T «) 是具有级，的/1(5)中构形的集合，用 / T «) 表示它的规模 
/ r ( s ) 中的构形被称是 s 上激活的， nu ) 中的构形被称是 s 上具有级/部分激活的 & 下 
面举两个例子。 

例 1< M 四边形分解 

给定平面上线段集含 义对于 S 中的某个子集 Y ， 如果四边彤四边形分解 

/^(^、，则称泛在^上是可行的。在构造/的过程(一次增加一条线段）中可能出现的 
四边形都是可行的， 

假设0是一个可行的四边形，与 CT 的边界邻接的 S 中的线段集称为与^有关的引发 
物集 rxw ，而与相交的 svxd 中的线段集合称为与^有关的冲突集 auk 比如，图 
10-11 中，可行四边形。的引发物集是 Ua , 5 山冲突集是 5 丄用这种方法*可以把抽 
象构形 ( DQhJUa )} 与每个可行四边形 a 联系起来。显然，的规模小于或者等于4, 
这样，便得到 S 上所有可行四边形的构形空间 / ICS )， 当然，这里要假设5中线段处在一 
般位谠上 . 



(b> 

图 10-11 

线段 (b) H(S ! ) 


在这个例子中，只保持未添加线段端点的冲突 a 在图 10-1 1(b) 中*可行四边形 (7 和/ 

与相同的引发物和限制物有关 & 还要注意, / r ( s > 中的构形恰好是四边形分解 h ( s ) 中的 
四边形 

设 5'^ S 1 ， 如果构形托/7(5)并且则称 /7 (y ) 是爪5)的子空间。另外，定 
义约束 + < 是 〆 上的构形，它的引发物集是 DQ ) 并且冲突集是,有 
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ms 1 ) = n(S),Dw^s , } 

注意， ff ( s ) 中两个不同的构形可以限制为 /7(义） 中具有相同引发物和限制物集的构 
形，但是两个受约束的构形必须是不同的。由于这个原因，视构形空间为多子集的是至关 
重要的 . 

所谓此 ii ( s ) 在 Y 上是激活的，意指 d ^属于。在 s ' 上是激活的当且仅 
当/包含与^有关的所有引发物但没有限制物 6 ) 中构形的级是指与 Y 有关的^的 

冲突规模，比如，图 10-11 中，与 S 有关的可行四边形的冲突集是因此，与5有 

关的^的冲突规模是2。与/有关的^的冲突表是空的，所以与 Y 有关的 a 的规模是零. 
这就是说，看作是 IKS 1 )中构形的 a 有零级集合 n ^ s f ) 由具有零级的 n < s f )中的构形 
组成 & 这些对应于只(<)中的四边形，而这些四边形是由 y 所形成的四边形分解中的四 
边形 a 此外，与 s 有关的 //( s 、 中任意四边形^的冲突规模是与 a 相交的 s / Y 中线段的 
数目， 

例 10-2 凸多胞形 

设 S 是 P 中半空间集合，并且半空间处于一般位置上 ACS) 是由 S 中半空间限界的 
超平面形成的排列，可以把抽象构形与 GCS) 的每个顶点 CT 联系起来 6 设引发物集 Dk) 定 
义为 S 中半空间的集合，它的限界超平面包含^£)(<7)的规模是心冲突集/乂心是 S 中半 
空间的集合*它的补包含〜图 10-12U ) 中，顶点 g 的引发物集是而限制物集是 

f } C 




(a) (b) 

图 10-12 构形空间举例 


半空间集 S <b) = 


用这种方法可以得到排列 GOS ) 中顶点的构形空间 /7 CS )， 并让 JJCS ) 包含处于无穷 
远处的 G (5) 的顶点，这意味着在 G ( S ) 的无界边 (1 -面)的无穷远处的端点 t 图 10-12 U ) 
中， f 是这祥的一个顶点 & 它的引发物集是彳 5 7 h 而冲突集是 h A ^ W 

对于每个 〆 构形空间 / TCS ) 中的顶点 a 在岁上是激活的 J 卩它在汀°(5)中当且 
仅当它是由交于 Y 中半空间所形成的凸多胞形的一个顶点。因此, iJCS ) 是由可能出现在 
的增量计算中的所有顶点组成的。 
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10.3 动态算法 


10.2节中介绍了四边形分解、乂 0 『01^图、凸多胞形等问题的静态和半动态（只允许 
增加对象）笕法，本节将这些算法椎广到动态环境，即允许增加对象、删去对象 & 我 扪的问 
题加下：设 M 表示任意时刻已存在的对象集合，目的是用动态方式保持几何划分 H ( A /)， 
而依赖 T 所考虑的实际问题，在 M 中可以增加或苦刪去对象，要求能快連修改 
//( M > 及其冇关的搜索结构。 

考虑由增加和删去操作绀成的修改序列 Z 定义它的持征 3 = 是+、 一 符号串，并 
[：L AU ) 中的第/个符号是 + ( 或者一），当且仅当[中第 H 欠修改是增加(或者删去） t 设3 
垲访^有关的对象集合，称 S 是一个以，…序列 & 值得注意的是，并不是每个+、 一 符号序 
列3都可以作为修改序列的特征 & 设 S 的规模是〜 

^3 + N 时，修改序列仅由增加操作组成。对于确定的5和八如果 [ 是从所有有 
效 G 3) 序列上依据均匀分布选取的，则称 J 是随机以,幻序列 9 如果 A =+\ 那么随机 
(义+”序列仅是通常的增加随机序列.我们用表示在时间 f 当前(未删去的）对象 
的数目，当指定 3 时，用 H7) 表示 )。 显然， r(+" w ) = / D 如果 r(i)=0(i) * 则称 6 是弱 
单调的，设 1«1 表示 G 的长度，对于每个 /6 IW . 设&表示第 n 欠修改中的对象表示执 
行"期间在时间/未删去对象的集合.随机《，心序列具有下述两个性质:如果&是随机 
( S ，” 序列.则有 （1) 对于任意中每个对象等可能地是 u (2) 每个 V 是规模/ *(0 的 S 
的随机子集，其中 

为简单起见，假设修改序列 L 中被删去的对象不能再添加。考虑随机 ( S 3) 序列的一 
沖方法是：从左至右读 A 如果符号是+,则从 S 中随机选取一个来添加的对象加入进去; 
如果符号是一，那么随机删去一个先前添加的对象,上述随机模型可以作为证明执行限界 
的…神方法，该执行限界适用于几乎所有的修改序列。这是因为在上述模型中(6\心序列 
.匕的概率分布是均匀的。祢性质在大部分 CS 2) 序列上成立,和称错误概率（即性质不成 
i 的概率)与《的高阶多项式成反比例是相同的。一旦证明这一点,便可以假设所讨论的 
箅法除极少数情况之外证实了那个执行限界 & 事实上，修改序列是否是随机的己无关重 
要，因为该模型仅用作证明上述性质的一个工具.我们希望证明以高概率成立的执行限 
界， S 前仅在几种情况下是可能的，因此，这仍然是一个未解决的问题。 

F 面仅介绍将四边形分解的半动态算法推广到完全动态环境。设 V 表示时间 A 存在 
的未删去线段的集合 ，//(&) 表示已得到的四边形分解，目的是在运算过程中保持 
// . 另外，设是第^+1次修改中所处理的线段，要求快速修改//( V )为 

//(n 

首先考虑第々+ 1次修改是将5加入到 y 的情况。如果已知包含$的一个端点的 
"以。中 的四边 形〜那么利用 10.2 节中的算法将5加入到 H ( y ^ 另外，在半动态环境 
下，借助 T - 搜索结构可以确定四边形内搜索结构亦适用于完全动态环境。 

其次考虑第々+1次修改 是由义中删去 S 的情况，见图 10-13 a 首先将 J 表示为虚线, 
然后延伸与 S 相交的垂线至首次碰到 V 中线段，得到片(义）*见图 10-13( b ) 所示，最后删 
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去 J 及过 s 的端点，过 s 与义中其他线段交点的垂直线段，便获得 + 如图 KM 3 
( c ) 所示 . 这个修改过程可以在与 D 面长 (/) 成比例的时间内完成，其中/是与 s 邻接的 

f 

中的所有四边形， 



图 1 CM 3 线段的 W 去 

<a) H(S^ (b) (c) H(S k+i ) 


第是+1次修改是加入还是刪去完全由 特征& 确定。如果是加入并且忽略定位 s 端点 
的耗费，那么其期望耗费与下式成比例 


H { S k+i )\ 

| 5 * +, | 


0 


in + 4十 


15 ^'t 


其中 At , 是中线段之间交的数目 




r(k + DJ 


(10-5) 


其次，考虑第 * + 1 次修改是删去 5 的情况，该删去的期望耗费可以在与^面长 (/) 

成比例的时间内完成，即与下式成比例 

\ H ( S k )\ 

1^1 

其中 A 是 Y 中线段之间交的数目，/是与 s 邻接的 H ( y ) 中的所有四边形。 

引理 10-4 对于确定的 >>0,设^是规模为」的5的随机抽样，那么^中线段之间 
相交数 < 的期望值是其中 A 是线段集中交的数目。 

证明考虑 S 中线段之间所有交的集合，记为对于4中任意确定的交 in 定义一 
个 0-1 随机变 */,, 使得八=1,当且仅当 p 在//( V )中。显然心= 2/,，其中 r 在 S 中 
线段之间交的范围内•但是注意^在中，当且仅当形成交 r 的两条线段 在义中 & 发 
生这种情况的概率是 o (// v ) P 因此，夂的期望值是引理结论成立 # 证毕。 

现估计随机 Gj ) 序列上算法的期望总耗费 & 显然，对于每个 A >0,5* 是规模为 rik ) 
的 S 的随机子集，由引理 10-4,5* 中线段之间交的数目 /* 的期望值是 OQOOV / Vh 其中 
J 是 S 中线段之间交的数目因此，由式 (10-5) 和式 (10-6) 推得期望总耗费由下式限界 

…！ S / i \ f j “I 

2 1 + ^ = 0 ( n + /) (10-7) 

*=1 ^ H n |.| 

这就是说，保持随机 CS , 幻序列上四边形分解的期望耗费是 n + ^^ r ( k )= 0 (n + I ), 
这不包含加入线段期间端点定位的耗费 4 

加入线段期间端点定位问题的解决也可以采用半动态环境中的搜索结构 & 设5是任 


0 


S k \ + I k 
I 5 M 



O 


1 


r{k)\ 


( 10 - 6 ) 
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意 （5, …序列表示时间々未刪去线段的集合，搜索结构片表示时间々的结构。 
H (々) 的叶指向 H ( y ) 中的四边形。形式上， H (0> 由对应于整个平面的一个结点组成 & 归 
纳假设已定义 H ( k ), 设表示第々+1次修改时被处理的线段，由构造 HOt + 1 ) 

的过程如下： 

步1第々+ 1次修改期间 f /( P ) 中被刪去的四边形设为〜标记对应于 J 的 HOO 的 
叶为 killed , 

步2定位中新产生四边形的新结点 t 
步3建立 N ( S ^ 和片以“ 1 )之间连接的数据结构 Hnk (^^) & 

设是被删去的四边形，而^^//(义― 1 )是新产生的四边形 * 如果片 fl / 关0_ 
则称 g 是/的一个子结点。 

如果第々+1次修改是加入，/ /«*) 中每个被删去的四边形至多有4个子结点.在这 
种情况下山 nkU hl ) 仅由 H ⑴的 killed 叶指向其子结点的指针组成。 

如果第 A + 1 次修改是删去中被删去的四边形的子结点数不必由一个常数限 
界，如图 10-13 所示，被刪去四边形尺(图 10-13( a )) 的子结点是 <，<，…， （ 图 
10-13(«:))，并且子结点数可以任意大。片( V )中任意被删去的四边形的子结点可以从左 
到右排列。设 link ( w 」） 是由子结点的线性排序表组成，关于 HU ) 的每个被刪去叶的表 & 
借助于每个这样的线性排序表，保持一棵搜索树(即随机二叉树）.因此，在对数时间内可 
以搜索该线性顺序范围，设点户位于 //<&) 中被删去四边形内*利用 linker ,) 在 
OdoglVlXMogrU )) 时间内定位包含户的它的子结点 & 

利用 HU ) 定位点户的过程如下:从对应于整个平面的搜索结构的根开始•向 
下搜索到包含户的子结点并且继续重复该过程直至到达结构 H (々） 的一个叶为止 a 该叶 
对应于包含/>的 H (5*> 中的四边形^ //(々）中从一个结点到它的子结点的下降可以利用 
与那个结点有关的连接结构来完成，这至多需要对数时间。因此推得定位//(5 1 ) 中任意 
点的耗费与中搜索路径的氏度成比例，比例因子为对数函数 a 

如果修改序列是随机的 ，那么 搜索路径的期望长度可以和半动态环境中一样来估计。 
对于每个定义 ( M 随机变 it X %如下:如果包含点 p 的 HCS " 1 ) 中四边形在第）次修 

改期间被删去，定义^是1;否则定义为 I 显然，搜索路径的长度是1：!^如果第 j 次是 
删去.％=1当且 仅当巧 是邻接于包含 A 的 H (义 1 )中四边形的至多四条线段之一 。V _ 

中线段很可能是等概率地被删去，因此刪去每条线段的概率至多是如 

果第 j 次修改是加入，％ = 1当且仅当\是邻接于包含/>的 H ( V ) 中新产生的四边形的 
至多四条线段之一。 V 中线段很可能等槪率地是 >>因此加入线段的概率至多是4/|义| 

-4/ r (>). 所以搜索路径的期望长度是 g ^ . 对于大部分修改序列来说，搜索路径的 

} ~ I / 

期望长度是 0( log 々） & 

由于每次修改连接结构可以在与基本四边形分解中的结构变化成比例的时间内完 
成，所以保持搜索结构的耗费不可能使算法的总运行时间的增量超过一个常数因子。因 
此，式（101> 的限界仍然成立。 
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在时间々，点定位的期望耗费是 (）iogk V ； .对于大多数(义幻序列来说，它是 

ry J } 

O ( log ^), . 

如果在[中某个对象已经被删去，则称 // U ) 中这个对象为静止一般说 

来*在时间 々静 止对象的数目可能大大超过激活（未删去的）对象的数目。如果修改序列的 

持征$不是弱单调的，那么基 F 算法的先前结构的执行不够令人满意.这是由于 f / U ) 可 

能依赖若干个过去静止的对象 /为了 克服这个缺陷，每当结构中静止对象的数目大大超过 

结构中激活对象的数目，比如说两倍时，我们就依据中间结果重建结构，通过按照先前添 

加它们的同样顺序添加当前的激活对象的方式完成重建 . 为此目的，使用半动态情况的算 

法，所得结构好像在先前修改期间从来没有遇到过静止对象。这之后，继续进行剩下的修 

改 & 每当需要时，便用这种方式不断重建该结构，经过重建的修改序列的特征 d 将满足弱 

单调的要求，并且在任意给定时同静止对象的数目不可能超过激活对象数的两倍 a 

如果表示第/次重建时激活对象的数目，那么 kl . 这个结论是重建 

( 

策略的实质如果初始修改序列是随机的 ，而且 任意重建操作中的添加也是随机的，那么 
单个重建的期望耗费可以同 10. 2小节半动态环境中一样估箅，例如，估算四边形分解的 
动态保持的期望耗费如 下:设 /(/) 表示第/次重建期间被添加的 u (7) 条线段之间交的数 
目 . 第 H 欠重建的期望耗费依 10.2 节半动态环境估算是 0(/(/)+ a (/) logu (/))。 因为初 
始修改序列是随机的，而且第 H 欠重建中的线段集合是 S 的规模的随机抽样，所以 
/(/) 的期望值是 O 0 i (/) V / V ), 其中 J 是^中线段之间交的数目。又由于^>(/)<卩|， 

t 

推得重建的总期望耗费是 OUI 0 g « + /). 再依据式 （10-7) ,有如下结论 

定理10,6保持随机序列上四边形分解的期望耗费是 0(« log « 十 /), 

另外，需要定期重建删去结构中的静止对象 D 在任何时刻结构不包含睁止对象 & 每当 
执行删太操作，就从结构中删 去对象 ，一 旦完成这一点，该结构看上去好像从来没有加入 
被删去的对象似的◎在一般环境下,设“表示激活的，即在任意给定时刻未删去对象的集 
含表示 M 的规模。概念上，新对象加入到结构 //〈 M ) 与半动态环境下的加入是一样 
的 & 利用旋转 ( rotation ) 操作可以从 H ( M ) 中删去一个对象（这是随机二叉树情况的推 
广）。旋转的耗费依赖于旋转中的结构变化，由 A / 随机删去期间平均结构变化近似于 

//( M ) 的期望规模的1。 

m 

上面已给出四边形分解的一个动态点定位结构，利用旋转操作的删去技术可以建立 
四边形分解的另一个动态点定位结构/ /( M )， 利用/ /( M ) 进行点定位,其耗费对于大多 
数修改序列是 0( lo g m) fl 

使用 结构/ /( A /) 或者 H ' A /) 定位点的方法存在一个缺点，这就是该方法在大多数而 

不是所有修改序列上点定位的耗费是 0( logm \ 这意味着，如果 Af 中线段的加入顺序是 

随机的，那么点定位的耗费在高概率的情况下是 0( logm ) a 应用动态移动 （dynamic 

术于四边形分解问题，即使用移动结构^ ^ A /), 点定位的耗费对于每个修改 
序列是 Odogmh 

由于篇幅有限，旋转操作， //( M ) 与別 ( M ) 等内容这里均不详述 6 
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10.4 随机抽样 


10. 2节中给出了求解几个问题的随机增量算法，本节将介绍随机分治算法。随机分 
治法的基本思想是：设 S 是实轴上点的集合，从 S 中随机选取一点/>汐将实轴分成大致 
相等规模的两个子点集(域 U 更一般地，设/?是 S 的规模为 r 的随机抽样(子集这意味 
着， S 中每个点等概率地出现于中。选取规模为「的随机抽样的一种方法如下:从 S 中 
随机选取一个点放入中，然肟独立地并随机地从剩下的 〃一 1个点中选择一个点作为 K 
的第2个点，重复该过程直至从 S 中选取;■个元素为止.称该过程是无放回的随机抽样 & 
用//(尺>表示由充形成的实轴的划分，定义//(尺）中任意区间/的冲突规模为位于/ 
的3\尺中点的数目 & 设^的规模是&则有下述结论 & 

定理】0-7 设 S 是实轴上《个点的集合,/?口5是规模为 r 的随机抽样，则 H ⑻中 

每个区间的冲突规模以概率大沪 f 为 0([«/ V ] logr )。 更一般地，固定任意 c >2, 对于任意 

中每个区间的冲突规模以概率 卜 0 (]/V 2 )小于换句话说，冲突 

规模超过^^的概率是小的.即为 0(1/ V _ 2 )。 

证明略 . 

10- 4. 1具有限界的构形空间 

设 S 是平面上线段的集合，选取规模为 r 的随机抽样用 GW ) 表示由尺形成 
的排列，定义排列中任意1面的冲突规模（与 S 有关的）为与它相交的 SV ? 中线段 
的数目，如图 10- U 所示。 d ) 中任意2-面的冲突规模以高概率为 0([ tt A ] l 0 gr > 吗？ 一 
般说来，答案是否定的。如果要求每个2-面的边数有限，比如每个2-面是四边形或者三角 
形，那么 GD 中每个四边形的冲突规模的确是 0([«/ r ] log r ), 此时的 G (尺)记为 H ( R ). 
( ; ( 尺）与//(及）之间的区别是 //(/?) 具有有羿度性质： H ( ZO 中的每个四边形由若干线段 
确定 t 

如果共享同一个引发物集的构形空间/7(6’）中构形数由一个常数限界，则称/7以）已 
限界 Q 这是对构形空间施加的一个约束 。 例如，设 S 是平面上线段的集合， / KS ) 是 S 上可 
行四边形的构形空间，那么具有相同引发物集 T 的 i 7«) 中所有可行四边形，可以用由 T 
形成的四边形分解中的四边形来表示。由于: T 的规模是有界的，所以这样的四边形的数 
H 也是有界的， 

定理 10-8 设 / ICS ) 是有界的构形空间 ^ 是5的规模 d 是 i 7( S ) 中构形的最大数 (J 
是有界的> 4 设尺是 S 的规模为 r 的随机抽样，对于每个激活构形与 S 有关的 

0的冲突规模以概率大于 | ■至多是 〆 《/ r ) bgr , 其中^是一个足够大的常数。更一般地说. 

固定任意^>山对干任意“(尺 ）（ 与 S 有关的）中每个构形的冲突规模以概率 
1 —0( 1 /V 4小于 c (” logti)/(r 换句话说，超过 d ) 的冲突规模的概率 
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是 o ( i/m 
证明略。 

例10 3给定平面上的线段集合将定理 10-8 应用到 S 上可行四边形的构形空 
间，推得对于任意随机抽样四边形分解中每个四边形以高槪率具有 

0( [令] logrj 冲突规模， 

定理 10- S 中，假设随机抽样/；由无放回的随机抽样来选择的。另外还有两种适用于 
定理 10-8 的随机抽样方法。 

有放回的随机抽 样:从 S 中随机地选取第1个元素，再从整个集合 S 而不是剩余的” 
〜1个元素集合中独立并随机地选取第2个元素，重复该过程「次 & 所得集合尺的基数不 
一定是〃，因为一个元素可以被多次选取。这沖随机抽样方法将产生微不足道的差异。 

贝尔努利抽样 ：以成 功概率取一枚硬币，计算机模拟该抽取如 下：从 集合彳1，2, 

…,《丨中选取一个随机数，如果这个数小于或者等于 r ， 则称抛硬节成功，对于 S 中每个元 
素.独立地翮动硬币 。设 是抛硬币成功的元素集合，那么及的期望规模是 

定理 iO - S 提供了一种随机划分的方法，从而导致几个搜索问题的分洽算法.基于随 
机抽样的搜索结构可以用顶-向 T 的方式或者底-向上的方式建立，下面介绍这两种方式 & 

10*4.2 顶-向下的抽样 

本小节介绍建立基于随机抽样的搜索结构的顶 - 向下的方法。顶-向下的最简单的搜 
索结构是随机二叉树，从绐定点集5中选择一个随机点々，它把5分成大致相等规模的两 
个子集&和 A ， 用 A 标记搜索树的根，该根的两个子树是由递归建立的树。显然* 
这是一个分治过程。 

S 计算几何中,随机二叉树已用于几个问题的求解 <10.2 节 K 为了使定理 10-8 成立， 
我们假设划分具有有界度性质，即 H ( S ) 的相关维的每个小面是由 S 中有限个对 
象确定的，其中 S 是几何对象的集合 . 

基于顶-向下抽样的搜索结构定义如下： 

( J ) 选择一个足够大常数规模 r 的随机子集 

(2) 建立及/ /(/ O 的搜索结构。 

( 3 ) 建立的相关维的所有面△的冲突表，冲突的概念依赖于所考虑的问题. 

(4) 对于毎个 △&//(/?), 递归地建立与△冲突的 J 中对象的集合 5( A ) 的搜索结 
构。 

(5) 建立用 ascent (义 /?) 表示的提升结构，并按下述方式将它应用于询问中 Q 
回答询问如下.初姶询问是在集合5上。先在较小的集合沢上回答询问，这可以利用 

与/ /(/ O 有关的搜索结构来完成，设是该较小询问的回答，然后，递归地回答 
冲突对象集合 5( A ) 上的询问。最后，利用提升结构设法确定集合 S 上的 K 
答.下面给出与平面上线段排列有关的搜索问题的顶，向下抽样的应用。 

设 S 是平面上”条线段的集合, GG ) 表示由这些线段形成的排列目的是建立一个 

点定位结构，使得给定一个询问点"在对数时间内确定包含 p 的 G (5) 的面 & 我们将这个 
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问题转化 为:假 设另外给定平面上一个可能无界的三角形 r， 目的是定位包含询问 点户的 
交 rnca) 中的面。 

利用上面描述的顶-向下的递归方案定义数椐结构，数据结构的根用 r 标记，根处存 
储整个排列 G(s)nr t 并且在 o(v) 时间和空间内可以用增置方法构造它.然后取规模为 
r 的随机抽样其中「是足够大的常数，构造 G(/?)nr. 并改进它，使得改进之后的 
划分具有有界度性质 & 这里可以利用四边形分解或三角剖分 ，设/ /(/?) 表示 g (及） nr 的 
典型三角剖分，用 0(1) 时间可以构造它，因为及有常数规模.对于每个三角形 AG 
用 &△) 表示它的冲突表，也就是与△相交的 5V ? 中线段的集合 & 因为尺 的规模 
是常数，所以在 OU) 时间内可以确定 H (尺）中所有单纯形的冲突表:如果它们冲突的话, 
那么仅检验由 //(/?) 中的一个三角形和 S \ R 中的一条线组成的每一个对 . 

由例 10,3 可以得到/ /(/?) 中每个三角形的冲突规模以大于 f 的概率小于 

jlogr. 对于一个适当的常数6>1，可以计算它 & 算法中检验随机抽样及的确满足这 

个性质如杲不满足，则取一个新的随机抽样/?，不断取新的抽样，直至该条件适用于每个 
三角形。 一旦 得到一个成功的抽样，便对每个三角形 Ae/zoo 重复> 如果 △的冲 突规模 
小于适当选择的常数，那么就停止计算 & 否则,在与线段集合 5(A) 有关的△范围内重复 
计算 & 

点定位执行如下:设 A 是询问点，假设它位于与根级有关的三角形厂中为了定位 
0X5)nr 中的户，先定位包含户的 h (/ o 中的三角形 A。 这需要常数时间，因为的规模 
是不变的 & 然后递归地定位包含的 G_CS(A )) n △的面。与该面相关的父辈指针报告包 
含户的 G(s)nr 的面。这是由于已把约束排列 G(s(A))n △的每个面，与指向包含它存 
储在父辈级排列 G(s)nr 中的面的父辈指针联系起来，这些父辈指针组成顶，向下抽样 
中的提升结构& 

点定位的耗费满足下列递归 关系： 


0 ( 1 ) 


gin ) 


0 ( 1 ) ~h q b ^-Jogr 


n 小于最低限界; 
否则。 


如果选择抽样规模 r 是一个足够大的常数，则有彳 U)=(Xlog/i)。 

给定集合心建立根为三角形厂的搜索结构的期望时间耗费设为 
LW) 丨 ）， 以 rhLKJ 满足下 列递归关系： 


tin) 


0 ( 1 ) 


»小于最低限界; 


t (\ S ( D \) 否则 


可以验证，十 U i (\ S ( A)\)=Ol n 2 -h r 2 ti d-logr j; 由归纳法推 


乙乒 H (及 > 



得心其中 t » 乂直观上这是明显的，因为递归深度是 OUog ^ h 对于实数€> 
0,可以选择足够大的〜使得设表示点定位结构的规模,它满足 
相同的递归关系，因此 5(/0 二所以有下面的结论 a 

定理 10-9 给定平面上〃条线段的任意排列及实数 €>0 ♦可以在期望时间 0 U 2 4 ) 
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内构造规模为的点定位结构，并且询问时间为 Odog^h 

建立搜索结构的耗费和询问时间之间可以进行折衷，为了减小^必须使用一个较大 
的抽样规模。 

10.4.3 底-向上的抽样 

«条线段的排列规模是0(» 2 ),该限界与定理 10-9 中的限界0(^ +< )之间有一间隙， 
通过改变抽样过程，即建立底，向上的搜索结构可以消去该间隙，基于底-向上抽样的最简 
单的搜索结构是跳越表 (skip list ), 

给定对象集&目的是建立.一个可以用于回答划分 HCS ) 上询问的搜索结构。我们用 
Sampled ) 表示与 S 有关的搜索结构⑺表示 S 的现模。如果 S 是实轴上点的集合，则 
Sample (5) 就是跳越表 & 

从集合 S 开始，得到集合序列 

S = =^5,-0 

其中夂^是由&用下述方法得到 ：对干 5. 中每个对象独立地翻动一枚硬币并且仅保留抛 
硬币是成功的那些对象，上述集合的序列称为 S 的分层 & 与跳越表一样，该分层的长度是 
5( log /0 井且分层中集合的总规模是3(«),这是因为每个父的规模大 致是又 „,的一半, 
SampleC ^ 的状态将由 S 的分层来确定 a Sam P Ie (5) 由 r 级组成，其中 r 是上述分层的长 
度。可以把集合&视为存储在第，级的对象集合。在每级/，存储由兄形成的划 
分 H (&) ,//(&) 的每个面和与它冲突的& — VS , 中对象的冲突表有关。此外，相继级，和 
^ + 1之间保留某个下降结构，用 + 

假设划分 H ( S ) 具有有界度性质， Sample (幻的一个重要性质如 下：由 于&是 ，大 
致一半的规模的随机抽样.所以每个的冲突规模是以高概率为对数的， 

回答询问如下 :假设 要回答与对象5=又集合有关的询问 4 首先回答与&有关的询 
问。由于&是空的，这个回答是平凡的。该回答之后，在数据结构中下降。归纳假设已有 
与集合乂有关询问的回答，该回答是//(&)的一个面厶。利用下降结构 
descemGw -1) 及与 △ 有关的冲突信息寻找关于集合乂 ，的 回答。要求从第 / 级到第 / 一 
1级的下降托费多重对数时间。用这种方法逐级下降，最后得到与集合 S 二&有关的所要 
求的回答。 

下面介绍底-向上抽样在线段排列问题中的应用. 

设5是平面上《条线段的集合，表示 S 的排列的凸域不必有若干有界侧 
面。改进使之具有有界度性质。这里用四边形分解代替三角剖分可以节省搜索时间 a 
设"以>是 GW ) 的四边形分解，我们利用底-向上抽样将点定位结构与 // CS ) 眹系起来. 
并用 SamplKS ) 表示该搜索结构。 

直接应用底-向上抽样得到 SampleCS )。 我们用抛硬币的方法分层心设 S = 

…& = 0是所得到的序列。在每级存储四边形分解 HCS ,), 并存储与 
每个四边形 △€//(&) 相交的 S t -\\ S t 中线段的冲突表 IAA ), 最后定义下降结构 
descent <7 + U ) 为由彼此叠加 H (&) 和所得到的划分 [ )©//(&)，如图 
10^14所示。直观上，这是通过中间划分 //( U ㊉ //( A ) 从下降到 HCS 丄另 
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外，还要把 deseentG + U) 中的每个四边形与包含它的 //(A) 中唯一四边形的指针联系 
起来。 



图 1< M 4 底-向 t 抽样在线段排列中的应用 

U ) 5, < b > HiS r > {c> H ( S l + i > ( d ) 十 l t /> 


&mpk(5) 用于点定位的过程如下：设 g 是询问点 ，s, = 0 4 定位？在 H(5,) 中是平凡 
的 . 归纳假设已定位 g 在/ /(&,,) 中，我们希望从级 / + 1 下降到级令△二-△&』 

是包含询问点 g 的出^川 冲的四 边形，2表示△内叠加划分 descentG+U) 的约束 a 假 

设以可采用的艺方式存储 dewem (/ + U ) a 首先确定与自 g 向上垂直线相交的&中的第 

一条线 Q (设/ 是交点），如图 liMUc) 所示，显然， Q 或者是△的上侧面的线，或者属于 
/-(△h 因此，在 + 内可以平凡地 确定仏 令^是 Q 与 /.(△) 或者 A 内 

的一条线的交点并且离^最近，在 0( H(A) | + 1)时间内确定〜假设对每个这样的 

有 <3与/〆△)中其他线的交的可行表。这只要扩大 A 的表示.一旦确定了 w 在 daceru 
(/+U/) 内由 r 移到如图 10- i 4 (d) 所示 t 这就定 位了〆 并且也随之确定了包含</(图 
】0-14(d)> 的四边形 A'edescent(/+I，/K 由以移到/的耗费是 W \ IAA )\- hl ), 包含 " 

所要求的四边形 △"二 △:£//(&) 是包含△'的唯一四边形，如图 10 -u(b) 所示 . 

从级 /十1 下降到级/耗费 + 时间，由于 \ +1 是5,大约一半规模的随 
叽抽样，所以对亍所有的以/.(么） 卜加吻 > & 另外，数据结构中的级数也是 0(l O gW, 

因此，定位点 g 所需要的时间是 0(iog £ «)。 但是对于一个固定的询问点心^ |/XA,)| = 

S(logn)， 其中 A, 是//(5,)中包含 g 的四边形 4 所以询问时间是 3(iog«)/g 以证明下面 
的定理 & 

定理 ifl -10 建立 SampWS ) 需要时间和空间，定位点的耗费是 3(| O 0 父 

10. 4. 4动态抽样 

10M. 2 和 10. 4 _ 3小节介绍了随机抽样如何用于几何搜索中，其搜索结构是静态的 & 
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本小节将采用动态抽样技术使搜索结构成为动态的*也就是在搜索结构中允许增加或者 
删去一个对象 ， 这里仅介绍基 F 底-向上抽样的搜索结构的动态化。 

动态抽样的基本思想是用动态方式模拟静态抽样.设 A/ 表示在任意给定时间未删去 
对象的集合， m 是 M 的规模，其中对象依赖于所考虑的问题 & 构造搜索结构 Sampk(M) 
如下 ：首先 产生一个分层虬_ 3 〕虬=0,其中由 M 得到 A/w 是通过 
对抓中每个对象独立地翻转硬节并仅保留抛硬币获得成功的那些对象， Sample(M) 的 
状态完全由 M 的上述分层来确定，它由 r = d<k>g/«) 级组成，每级/与划分 //(M) 有关, 
该划分依赖于所考虑的问题。 descemU+1,/) 表示相继级 / + 1 与/之间的下降结构，询问 
问答期间要使用 descem<7 + l./), 

动态抽样技术的关键是 M 的分层，并因此 ，S a mple(A/) 的状态将与实际上建立 
S a mple(M) 的修改序列无关 & 这意昧着在静态环境下所得到的关于询问时间的限界在动 
态坏境下仍然成立。 

加入新对象到 Sample(M) 的过程如下：设 a /= MUUU 要求由 Sample(A/) 得到 
Sample(^). 重复抛一枚硬币直至失败（反面朝上） ，设） 是失畋前所得到的成功(正面朝 
上〉 数目，再通过；+1把〃加人到1级，这就是说，对于 iOQ+1, 设 M； 表示 M ⑴山 

加入 is 到第/级是指修改 H ( M ) 为/ /( A /；) 并且相应地修改 descents + 1,0,这要求 
descem (/+ l ,/) 也是动态的。当 s 已加入到所有1至 j +1 级时便得到已修改的数据结构 
S a m P k ( A / ), 它完全决定于 A / 的分层…，其中 M ； = M ，/ >^+ U 注意，上述 

A/ 的分层与建立 Sample(A/) 的先前修改的实际序列仍然无关。 

从 Sample ( M ) 中删去对象 A 的过程如 K : 设 A / = A /\{、 山要求由 Sample ( AO 得到 
Samp ! e ( A / ) ，这只需从包含^的 Sample ( AZ ) 的所有级中删去它 a 也就是说，对于某个 
0,假设5通过 ）+ 1 出现在1级中。对于+ 设 A /； 表示由第/级删去 s 

其含义是修改为/ /( A/； >,同时还要修改 dc S cctiK/ + l，/h 在该过程的末尾处得到 

Sample (M^ ) 0 Sample (A/ ) 的状恋由分层 A /' …确定，其中 〆 =M J>j + 1 & 

同样, A/ 的上述分层与建立 Sample(A/) 的先前修改的实际序列无关 a 
下面介绍该动态技术应用于线段排列的先前定义的点定位结构。 

从 10.4. 3小节中描述线段排列的搜索结构的动态化开始 . 设 A/ 表示的意义同上, 
G(AY) 表示由 A / 形成的排列表示 G(M) 的四边形分解, Sample(AZ) 表示与 M 有关 
的搜索结构.把 10. 4. 3小节中的静态方法应用于集合 Ai 来构造 Sample(AO, 它有 r = 

各级都与四边形分解 H(M) 有关 a 另外,还给每个四边形 A6 
H(A^) —个与它相交的 入 U 中线段的冲突表 L(A ). 最后 ，下 降结构 descemU + l ， 
/) 是由彼此重叠 "( M+d 所得到的划分㊉山如图 10-14 所示. 
另外,还给予 deiScemG+l ,/) 中每个四边 形一个 指向包含它的中唯一四边形的指 

针。 

新线段.〃加入 Sampk(M> 的过程 如下: 重复抛硬币直到失败，设）是失畋前所得到的 
成功数的是通过 J +1 给1级加入 h 对于表示给第/ 

级加入 > 是指把修改为 //( A/)) 并且相应地修改 descent (/+1J ), 线段^加入到 
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H < M ) 需要 0( 叫)时间，其中叫是集合 M 的规模。下面仅需考虑 dewent (7 + l J )， l </ 

首先考虑/=』+1，此时把线段 s 加入到而不是 M +1 。设 Ae //( A / m ) 是与 s 相交 

的任意四边形， A 是关于 A 的 d ^ cem (/ + lJ ) 的约束。对于每个这样的四边形△.需要修 

改 A , 其过程如下 :首先 ，把3加入到四边形分解 A . 这意味着 A 中与6相交的垂直辅助线 
被缩短，比如图 KM 5 U ) 中过交点^的辅助线被缩短，其结杲见图 10-15( b ). 通过5上新 

的交点增加垂直辅助线，见图 liMMb ) 中的^和把^加入到 A 的耗费是 0〈| MA )| + 

1 ), 

其次考虑/<7+1的情况^加入到 A /, 以及从, + ] 。这时仅需将 J 加入到 A 的上述过程 
扩展如下:首先，如果 s 与△的下(或者上)边界相交，那么通过交点 U / 的垂直辅助线必须 
延伸到△的上(或者下)边界，如图 10-15( c ) 所示 & 这是因为 w 属于第 /+ i 级有关的新四 
边形分解，因此在 d esC em (/+ l ，/) 中，过 w 的垂直辅助线切过不厲于第 /+1 级的 / XA ) 
中的线。过 w 添加这样一条延伸的垂直辅助线的耗费是 0( K ( A )|+ l ) fl 最后与 △ 的 
左或者右边界相交 ，那 么该边界应适 当缩短，如图 10-15< d ) 所示这是因为该边界对应于 
穿过原分解 H ( Af /+ l ) 中交点 r 的垂直辅助线，因此，通过将 5 加入第 / + 1 级可以使它 
分裂。 



ra io is 加入一条新线段 .f 


以加入过程的相反次序执行删去操作，这里不赘述： r 。 

定理10 11设 G '( M ) 是平面上 w 条线段的排列，存在允许询问时间的 
规模的动态点定位结构，该结构允许在 0( Wo g m ) 时间内插入或者删去一条线段. 
修改的期望耗费是 0( m ) 4 

10.5 并行几何算法 

本节介绍并行几何算法，我们只涉及若干几何问题的井行算法设计及复杂性,而对另 
- 拽几何 问题的并行算法只列出文献的线索，由于篇幅有限，这里不介绍并行算法的一般 
内容 & 

设计并行算法的目的是研究并行计算方法，要求该方法用尽可能少的处理机和尽可 
能少的计算时间求解给定的几何问题。众所周知，并行算法设计与并行计算机的类型密切 
相关.因此我们得以并行随机存取机 < PRAM ) 作为机器镆型 PRAM 是一个同步并行机 
模型，其中所有处理机都与一个共享随机存储器连接，并且它们之间的全部通信都要通过 
该井享随机存储器进行， PRAM 模型能够模拟并行的基本性质，此外，它也是一种被广泛 
接受的并行计算模型，并且其他合理的并行计算模型（比如超立方体模型，度限界网络模 
型等）可以模拟 PRAMU 

假设任何数 ft 的处理机可以同时读出存储器中同一信息（同一存储单元中的信息）， 
在执行写入操作时所有处理机同时向同一存储单元写入*这显然要产生写冲突，依据处理 
写冲突的不同方法可以把 PRAM 模型分成几仲类型，第一种类型是 EREW ( excl U sive 
read , exclusive write ) PRAM 模型，该模型不允许并发存取 & 第二种类型是 CREW 
(concurrent read，exclusive write ) PRAM 模型，它要求在计算过程的任何一步中只有一 

台处理机写入一特定存储单元，但多台处理机可以同时从同一存储单元读出。另外还有 
C ： KCW 模型，它允许并发读，乂可以在同一时间内多台处理机写入同一存储 单元: 
Common Write 模型.在同一时间内多台处理机写人同一存储单元是合法的当且仅当它 
们全部写入相同的值 ; Priority Write 模型，如果在同一时间内有多台处理机写入同一存 
储单元，那么标记最小的处理机写入成功 & 我们还可以定义 Rand EREW 模型，该模型除 
执行通常的贳术运算和比较操作之外，每台处理机在计算过程的一步中可以产生1至《 
中的一个随机数。 

如果并行算法中使用的处理机数目/ >(«)</(«)(/(〃) 是输入规模^的多 项式） ，算法 
所需要的时间步数 </( log /0, 即 p ( n )^ OUUk 是常数，而最坏惰况下的时间复杂性 
7 T («) eo (( b g 〃 r )， M 是 常数; 则称该并行算法所需处理叽数量-时间限界为多项式-对数 
时有时还以处理机数量限界与并行时间限界的乘积作为并行算法性能的度量标准_称 
为并行筇法的工作限界。如果并行算法中某些步骤是由串行子箅法完成的，那么还应考虑 
串行子算法的时间复杂性 & 

…般并行算法设计技术中的并行分治、构造与搜索方法等也适用于计算几何 / F 面举 
两个例子，其中的并行箅法均为周培德提出。 

例10_ 4 并行分'冶。该技术划分问题成两个或多个子问题，以并行方式分别求解这 
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些子问题，然后合并子问题的解便得到原问题的解 & 如 何划分问题成足够多的并行过程是 
非常困难的，并且不是所有问题都能做到这一点。作为该方法应用的一个例子，考虑构遗 
平面上 〃个点 的点集 S 的上凸壳问题，这些点依其工坐际被分类。划分表 S 或个邻 
接子表，每个子表的规模是井且讨每个子表分别构造该子表中点的上凸壳 & 给每对 
子表赋一台处理机 t 用于计算相应两个上凸壳的共同上切线 t 利用二叉搜索计兑在 
OGog 幻时间内可以完成这个工作^然后确定乂的上凸壳上哪哦顶点属于 S 的上凸壳，便 
完成 S 的上凸壳构造工作。具体步骤如下： 

步1划分 S 为 /7 T 个子间题…每个子问题的规模为 /7 T . 

步 2 用/ V 台处理机并行计算 /7 T 个子问题的上凸壳，设为 
… iCH (S^r)^ 

步3 用 / V /2 台处理机并行计算 CFf >与 CH ; H ). CH f 」>与 
CH ^ ( S / TT ) 的共同上切线，设切线为 / l ，卜，… .// r ■心切点为〜，《：：，…， “/7 T g 

步4 f - 1台处理机并行计算 CFf (&) 与 CH ' ( S '), … . C # ( Sf :) 与 

CH ( S /7 T - 〗 ） 的共同上切线，设 切线为 /l …丨，切点为6，心，… 』/7 T 2。 

步5依据切点七与与~，…:的相对位置同时确定是否删去乂 

步6如果删去&及 CH ' CS ,)(: e 2 m 1 ) .则将每对 CH (& 」）与 CHH , ) 分 
配给一台处理机，由该台处理机计算的共同上切线及切重复执 

行步5、步6,直至没有父及 CH '( S ,) 被删去，连续的共同切线及未被删去的 CH (乂）上 
夂 I 与&之间的边构成 S 的上凸壳 & 

上述算 法记为 2 |(] | 算法 & 

在步5至步6的循环中.均用代表新切点，实际上每轮循环之后切点都可能发 

生改变。重复步 S 与步6的次数为 O ( logvV ), 利用二叉搜索在 0( log / V ) 时间内 i 十箅切 
线，所以笕法的并行时间复杂性为 O ( log £ /7 T ), 算法并行歩所需处理机台数为 vV 二 G 
(/7 T ), 箅法的工作限羿为 0(/1 !0 g = VV ). 算法的串行时间复杂性々 

0( ATlog 依 X 坐标井行排序时间为 O ( log «) ，并行排序使用 N 台处理机， 

例 10-5 构造与搜索该技术是适用于并行计算几何的另一个重要方法，它是先利 
用平面扫描技术产生串行算法，然后改为并行算法的一个实例 . 构造与搜索方法求解一个 
问题的解分为两个阶段;一个是构造阶段，在这个阶段中，依据问题中的几何数据并行构 
造数据结构；另一个是搜索阶段，即并行搜索构造阶段建立的数据结构*求得给定问题的 
解6该方法的一个应用例子是四边形分解间题 :给定 平面上^条不相交线段的集合 义确 
定从每条线段端点引出的垂线与 S 中首条线段的交，如图 10-8 所示。 求解这个问题的并 
行算法是，首先基于输入线段集合 S 并行构造数据结构，然后并行搜索该数据结构.在 
0([ og «) 时间内回答垂线与5中哪条线段首先相交的词问，下述算法适于在 CREW 模型 
上运行， n 法步骤如下: 
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步 1 依据 S 中线段左、右端点的1坐标 b 坐标 > 并行排序，设为/土= (A,A， …， 
a ), 以此顺序编号 S 中的线段端点及线段 4:f = (：h，：y:， …, ％> a 同样处理右端点。 

步2并行建立二叉树 & 从左至右扫描平面，坐标^所对应的点 a 作为二叉树根结 

点的标记，点 A 的 j 坐标％ <=/) 分割 / j 为两部分:< 和/二如果对应的点户 2 、 

户，的 j 坐标 h(=;)o^(=V) 分别小于、大于 ％(=V)， 则将外、九分别作为根的左、右 
于结点的标记，往后每轮并行处理屮 r 个元素 ，m = 2,3, …，每轮处理中井行比较 
中元素对应点的^坐标与二叉树中已标记叶上端点^坐标的大小,还要并行确定给哪些 
结点标记，直至人？为空 & 此树称为7\*见图 10-16<b) & 同理，用从右至左扫描平面方法 
建立二叉树 T A ， 见图 l(M6(c), 

步3并行搜索.〜台处理机并行确定过个端点的垂线与 S 中哪条线段首先相 
交，这只要分别捜索7\和1心比如确定过左端点的垂线与 S 中哪条线段首先相交的过 
程如下；过根结点即九点的垂线与 S 中所有线段不相交，过根的左、右子结点所标记端点 
的垂线只可能与以 a 为左端点的线段相交，见图 io-i6 0 a 中其他值所对应的端点的 
垂线通过搜索二叉树和 7' 可以判定与 S 中哪条线段首先相交，例如二叉树7\:中标 
记 A 的结点所代表的端点的垂线向上只可能与 A 为左端点的线段相交 f 过九 
的垂线向下只可能与 h 为左端点的线段相交 6 



⑴ ( b > ( c > 

m lo - ie 线段集及其端点的二叉树 
不相交的线段集 （ b ) 二叉树 7 V r: ( c ) 二叉树 7 \ t 


上述算法记为 

Zw 算法中步1的并行排序时间为 0( k > 奶），用台处 理机; 步2耗费 0( lo gH ) 并行 

时间及 n 台处理机；步3耗费 0( k > gn ) 并行时间及台处理机。算法的工作复杂性为 
O ( wlogrt ) ^ 

下面简单介绍 s 计算几何中几个典型问题的并行算法。 

10* 5. 1 凸売问题 

给定浐中《个点的集合心例104中的并行算法计算 4=2 时的上凸壳，同理可以 
计算下凸壳，因此求得点集 *S 的凸壳。另外 + Miller 和 St < nn (19 S 8) 提出的并行算法，将 S 
分成 ”+个 子问题，并行浊立求解这些子问题，然后在 OdogW 并行时间内合并所有子问题 
的解得到原问题的解。该算法所需时间满足下列递归关系式 
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T (/ zXTC « ,/4 )+0( log «> 

其解 7'(/ j ) = Odogn ), 

d = 2 时，还有许多其他并行箅法求点集 S 的凸壳，现将这些井行算法列于表 10-1， 该 
表中符号0(/(«))表示以高概率成立的渐近复杂性限界 .3 = 3 时的各种并行算法也已列 
于表 10-1, 这些算法也是利用分治策略设计的，只是三维中无预先分类的概念，所以划分 
步骤是非平凡的， Reif 和 Sen (1992) 利用随机抽样执行划分以及 Amato 、 Goodrich 和 
Ramos (1994) 非随机化诙方法的方法。而 Amato 和 Preparata (1993) 使用并行分离平面 
的方法，后来这种方法被推广到高维。 


表 101 并行凸充算法 


问题 

模型 

时间 1 

工怍 i 

设计#及提出时间 

二维预分类的 

r^nd-CRCW 

O(log*f*> 

1 

G house 和 Goodrich (1991) 

二维预分类的 

CRCW 

O(loglogti) 

Oin) 

Berkman，Schieber 和 

Vishkin(]996) 

二维顼分类的 

EREW 

O(logn) 

O(n) 

CKen<1995) 

二维多边形 

EREW 

晒 

O(\ogn) 

o <«> 

Chen<1995) 

维 

rand-CRCW 


?i(n]ogh ) 

Ghouse 和 Goodrich (1991) 

二维 

EREW 

O(Iogn) 

0(n\ogn) 

Wilier 和 Stout H9S8) 

二维 

EREW 

晒 

0(log £ n) 

O(n\ogh) 

Ghouse 和 Goodrich (1991) 

二维 

rand-CRCW 

S(logn) 

O(nlogn) 

Rdf 和 Sen(1992) 

-三维 

CREW 

Odog«) 

ou 1 ， 

Amato 和 PreparataU993) 

二维 

EREW 

O(log^) 

O(nlogn) 

Amato,Goodrich 和 Ramos 

(1994) 

:二: 维 

EREW 

O(log^) 

0(«logA) 

Amato ^Goodrich ft Ramos 

(1994) 

固定的 

rand-EREW 

Wn ) 

D(tj '，」） 

Amato tGoodrich fU Ramos 

偶数的 

EREW 

G(\og z n) 1 

G( n -叹」 > 

(1994) 

奇数的 d>4 

EREW 

0( logoff) 

Oin ^ lcg + 7») 



与构造凸壳密切相关的问题是 d 维线性规划，对于这个问题也已设计了并行算法进 
行求解 4 当维数 d 固定时，用 T 述方法求解线性规划问题 . 首先将它转换成对偶问题，并 
构造相应对偶空间的凸壳，然后计算与该凸壳对偶的单纯形中每个顶点的值,但这种方法 
对于将是无效的求解线性规划问题的几种并行算法及其复杂性列于表 10-2. 


表 lfl-2 rf 锥并行线性規划 


棋型 

时间 

工作 

设计者及提出时间 

rand-CRCW 丨 

T)(l) 

&(«> 

Aloti 和 Megiddo( 1990) 

CRCW 

O((k>glogfl 产 +l ) 

ou ) 

Goodrich (1&96) 

EREW 

1 0(log«([oglogn j ) 

Oin) 

Goodrich (1996) 

i 

i 

_ 
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10*5,2 排列与分解 


排列与分解是另一类重要的几何问题，这类问题与划分空间的方式有关，现已有一些 
并行算法求解这类问题，见表 104. 表中列出的问题及有关问题如下。 

排列 ：由一批几何对象（比如线、线段或者高维中的超平面)的交所确定的空间划分 & 
构造棑列的算法 产半由 划分所确定的各种原始拓扑之间的所有邻接信息（比如交点、边、 
面等）的关联图。 

红色-蓝色排列 :给定几何对象集合4和仏并且 /K ⑴中 的对象不相交 ，由 4与衫的 
交所确定的空间划分 & 

轴平行 :所有线段、线平行于一个坐标轴、由这些线段、线确定的空间划分 & 

多边形三角剖分:通 过添加顶点之间的对角线把多边形内部分解成三角形， 

四边形分解 ：见例10-5,该例中描述的井行算法是求解四边形分解问题的并行算法 & 
星状多边形 :从一个点完全可视的简单多边形，即具有非空核的多边形 u 

+切割:划分浐成（)(^>个单纯形并且每个单纯形至多 与+个 超平面相交。 


表 10-3 并行排列与分解算法 


问题 1 

模型 

时间 

1 工怍 i 

i 

设计者及提出时问 

4 维扨平冊排列 

EREW 

0( \ogrt) 

_ _ 1 

0( n d ) 

Amato *G<x>drich 和 Ramos(1994) 

:维线段排列 

rand-CRCW 

Pfilogn) 

1 

ClarksoruCole 和 Tarjan( 1992) 

. 维 轴|行线段排列 

CREW 

O(logw) 

. I 

O(rtiogr^k) 1 

Goodrich (1991) 

二维 n 色 - 蓝色线段排 列 ; 

CRKW 

0( log«) 

O(«log« + ^) 

Goodrich t Shauck 和 Guha(1992) 

:维线段排列 ! 

1 

EREW 

0(log 2 «) 

0(rt\og?i^k) | 

i 

Amato，Goodrich 和 Ramosd 995) 

多边形 :角剖 分 

CRCW 

O(logff) 

i Oin ) 

_ 

Goodrich(1992) 

多边形 1 :角剖分 

CRKW 

0( log«) 

OC«log«) 

Goodrich (1989) 

' 维+交线段集 

四边形分解 

CREW 

0(log«) 

0(«lcg^) i 

i i 

♦ 

i 

i 

l 

Atallah，Cole 和 Goodrich (1989) 


表 10-3 中第二个算法是把随机算法与并行算法结合起来求解排列问题的一个典型 
例子。设5是平面上有 A 个线段对相交的线段集合，目的是构造由 S 产生的排列^<5) & 
酋先由一个随机抽样得到关于 A 的估计值〆。其次选择取决于〆规模为 r 的随机子集 
KC 义利用次最佳并行算法构造4(/0,并对点定位以并行方式处理然后利用并行点定 
位算法以及某些特殊技术找到与的每个网格相交的线段 & 利用另一个次最佳并行 
法计兑与每个网格相交线段之间的可视信息 & 最后，并行合并所得到的网格由于依据 
抽样使次最佳并行算法中的各种关键参数取小值，所以获得最优期望工作复杂性 

因为计筇线段棑列的所有算法的工作复杂性限界取决于输入规模和输出规模，所以 
这些笕法是输出敏 感的。 在这种情况下，必须稍加扩充计算模型，使得如果需要的话便可 
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以增加处理机然而在所有这些算法中，这种要求也许发生于单个主要的处理机，因此这 
种修改不是那种与我们的假设不同的修改（假设赋给问题的处理机数目可能是输入规模 
的一个函数） & 当然，为了在现实并行计算机上求解一个问题，将利用串行方法模拟这些高 
效率的并行筧法中的一个算法,从而获得最优加速。 

与相交有关问题的分类是处理检测相交方法的问题分类。检测一批对象是否至少有 
一个交，常常比寻找所有的交更容易些。表】 0-4 列出一些问题的并行交检测算法。 


表1七4并行交检测算法 


问题 

模型 

时 M 

工作 

设计者及提出时闽 

1 

2 个凸多边形 

CREW 

0(1) 

OiTi 11 ) 

l〕adoim 和 KirkpatricK(1989) 

2 个敁形多边形 

| CREW 



Ghosh 和 Maheshwari( 1991) 

2 个凸多面体 

, CREW 

OOogfi) 

0( ?i) 

| Dadoun 和 Kirkpatrick( 1989) 


在 W 中给定^个超平面的集合，另一个重要的分解问题是构造+切割， Goodrich 提 
出了运行时间为 OUognlogr) 及工作限界 OU〆 1 ) 的 EREW 算法 。 


10, 5. 3 邻近 

欧几里德空间是一个度 M 空间，并且欧几里德距离的概念在许多计算几何的应用中 
起重要作用，例如计算最近点对可以用于碰撞检测问题，正如计算点集 s 中每个点的最 
近邻近问题（称为所有最近邻近 (ANN) 问题} 可以用于碰撞检测问题一样也许与邻近概 
念有关的问题中最基本的问题是划分平面为域，并且由点集 S 中的点 p 定义每个域 
使得中每个点距/>比距 S 中其他点更近，这种划分是 VoroiKM 图，它的对偶 
图是点集5的 Delaunay 三角剖分。 对于浐 中点集义提升变换将 S 中的每个点 (x_ ， 

…,映射到点 …山 d + 4 + …十构成中的点集我们知道构造 
J+1 维空间中点集 S 凸多胞形的算法可以产生构造 J 维空间中 Vomno 〖图的算法，这就 
是说*任意*/+1维凸壳算法意指 d 维 Voronoi 图算法.表 10-5 中列出的结果是用这种方 
法得到的构造 Voronoi 图的并行算法及求解其他邻近问题的井行算法。 


表 10-5 并行邻近算法 


问题 

模 m 

时间 

工作 

设计者及提出时问 

♦ 

凸状況中二维 ANN 

EREW 

OOogn ) 

Oin ) 

Coie 和 GoodrtcK<1992) 

二维 ANN 

1 

CREW 

1 

O(logn) 

O(nlogn) 

Callahan<l993) 

二维 Voronoi 囝 | 

rand-CRCW 

<5<logn) 


Reif 和 S^nU 的 2) 

」维 Voronoi 图 

EREW 

OUog £ H ) 

j 0( rtlogfi ) 

Amato,Goodrich 和 Ramos<1994) 

线段的::维 Voronoi ® 

CREW 

Oi \ og - n ) 

O ( tl \0 g ； rt ) 

Goodrich，OT)unUing 和 Yap(l993) 


表 10-5 中有两处需要进一步说明*一处是凸状况意指点集中的点都在其凸壳的边界 
上，另 -处是 线段的 Voronoi 图，即指由互不相交的线段集定义的 Voronoi 图，并且由点 


, 269 - 





P 到线段 s 的距离定义为由户到 s 上的一个最近点的距离。 

10, 5, 4几何搜索 

给定几何对象集合义比如线段集合，由划分空间成若干个域，考虑点定位问题，即 
要建立一种数据结构以便快速回答下述问题:给定点 "要求 报告从引出的垂直射线碰 
到的 S 中的第一个对象 . 表 10-6 列出平面点定位的井行算法，询问时间均为 G([ogn) fl 


表10~«并行几何搜索算法 


询问 N 题 

模型 

时间 

工作 

• 

1 

设计者及提出时间 

任意划分中的点定位 

CREW 

0(\ogn) 

O(ftiogn) 

Atallah *Cole 和 Goodrich(1989) 

中调 划分中的点定位 

EREW 

O(logn) 

0(n) 

Tamassia 和 Vitter(1991) 

乂角划分中的点定位 

CREW 

0(log«) 

o ⑷ 

Cole 和 Zajicek(1990) 

^ 维超 Ti 酎排列中的 

EREW 

O(iogn) 

1 

0(^) 

Amato*Goodrich fO Ramos 

点定位 




(1994) 

:圯剖分多边形中的 

CREW 

O{logn) 

O(n) 

Goodrich tShauck 和 Guha 

敁短路径 




(1992) 

:角刟分多边形中的 

CREW 

OGogft) 

0 ㈤ 

Hershberger 和 Suri(1993) 

特定射线 





线和凸多面体相交 

CREW 

O(logn) 

i 

• 

0(n) 

Cole 和 Zajicek(1990) 


表 10-6 中出现的术语解释如下： 

任意平面划 分：由 仅在其端点相交的线段集确定的平面划分 a 
单调划 分:单调划分是一种 T 面的连通划分，在该划分中每个面与垂线相交成一条线 
段而不是多条线段。 

三角刻分划分:平 面划分成三角形的连通划分，在该划分中角是划分的顶点 & 

多边形中的最短路 径：多边形内两点之间的位于多边形内部的最短路径。 

特定射线询问 :询问从一特殊点沿特定方向引出的射线所碰到的第一个对象 a 

10.5.5 可视性和最优化 


各种可视问题的并行算法列于表10,7,其中 m 表示可视图中的边数。该表中第二个 
谇法是计筧点可视多边形的并行箅法，这个算法是许多其他算法的子箅法，并且它需要比 
相对简单的最佳串行算法更复杂的处理和分析。该并行算法是递归的，划分边界为 d 条 
子链，并且从可视: r 的原点计算可视链每条这样的链相对于： r 是星状的，即有效单调 
的.然而由此单调性不能在得到最优限界的合并步中尽快地贯穿可视链，相反，必须依据 
链是简单多边形边界的子链的亊实来获得两条链的交的对数时间计算，这导致表 10-7 中 
0( k > g ») 的时间复杂性。 

表]04中列出某些几何最优化问题的并行算法 . 现解释表中出现的术语： 

面积最大的空矩形 ：给定平面上 n 个点的集合5,点集5内面积最大的矩形 L 并且 
K 内不包含的点。 
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表 10-7 简单多边肜的并行可视算法 


间题 

模型 

时间 

工作 ^ 

\ 设计者及提出时间 


♦ 

1 

EREW 

O(logn) 

Oin) 

Chcn(1995) 

从一点可视 

EREW 

OCLogn) 

O(n) 

AtaUah iChen fC Wag€ner(1991) 

从一条边可视 

CRCW 

O<logn) 

OM 

Hershberger(1992) 

可视图 

CREW 

1 

1 

O(logn) 

0 ( 界 log 2 rt + m> 

Goodrich，Shauck 和 Guha(l9y2) 

1_ 



表 l(hS 

并行几何优化算法 

问题 

模型 

时间 

工作 

设计者及提出时间 

1 

面积最大的空矩形 

CREW 

O<log s w) 

O(n\og^n) 

_ 

AggarwaltKraveis *Park fll 





Sen<1990) 

多边形之间的最近 

CREW 

O(logrt) 

O(nlogrt) 

Hsu，Chang 和 L^(1992) 

可视对 





内接、外切三角形 

CRCW 

Odoglog/r) 

O(n) 

Chandran 和 Mount <1992) 

面积最优 


晒 



内接、外切三角形 

1 

CREW 

(Xlogrt ) 

Oin) 

Chandran 和 Mount< 1992) 

面 积嵌优 






多边形之间的最近可视对 :平面 上两个不相交简单多边形之间的最近可视顶点对， 
内接 、外 切三角形面积 最优: 绐定凸多边形 P ， 确定 P 中内接最大面积的三角形及外 
切尸的最小面积三角形， 
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(右侧数字为算法所在的节号) 


1. 判定点4是否在多边形 P 内的箅法 
2- 2^算法（判定点 g 是否在多边形 P 内的算法) 

3. 水平长条法 

4. 链方法 

^ Zp 算法(构造 G 的完全单调链集 V ) 

6. 三角剖分加细方法 

7. 梯形方法 

8. 多维二叉树 U - D 树)方法 
9* 直接存取方法 

10. 范围树方法 

1】. Zu 算法（判定点集是否在多边形内部） 

12. Z 2 t 1 算法(确定多边形的核） 

13. 算法(凸多边形三角剖分） 

14. 算法(任意多边形三角剖分） 

15. 简单多边形三角剖分的算法 

16. 多边形三角剖分的算法 

U . Zy 算法(分割多边形成凸多边形） 

18. 卷包裹法(二维） 

19* 格雷厄姆法 

20. 分治法求点集凸壳（二维） 

21. 算法(求平面点集的 凸壳〉 

22. 1. 2 算法(求平面点集的凸壳） 

23. 实时凸壳算法 

24. 增、减点的凸壳算法 

25. 增量算法(二 维〉 

26. 卷包裹法 〈三 维） 

27. 分治法（三维） 

28. 算法（三维凸壳） 

29. 增 tt 算法(三维） 

30* 4算法(确定多边形的凸、凹顶点） 

31* Zu 算法(利用凸壳求解货郎担问题） 

32 . 乙.6饵法（凸多边形直径） 







33. Z >7 算法(连接两个简单多边形成一条回路的算法） 3.4.4 

34. 用半平面的交求 Voronoi 图的算法 4. 2. 1 

35. 增量构造法求 Vomna 图 4* 2.2 

36. 分治法求 Voronoi 图 4. 2. 3 

37. 减量算法构造 Vomnoi 图 4*2.4 

38. 平面扫描箅法构造 Voronm 图 4. 2. 5 

39. Z,_, 箅法(构造最远点意义下的 Voronoi 图） 4.2.6 

40. 平面点集三角剖分的贪心算法 4.3.1 

41. 算法(多边形内点集的三角剖分） 4.3.2 

42- Z 4 . ,算法（平面点集的三角剖分） 4. 3. 3 

43. 求 S 的最大空圆的算法 4.4.2 

44. Z 4 _ 4 算法(求最大空圆） 4.4.3 

45. Kruskal 最小生成树算法 4. 4. 4 

46. Z 4 . 5 算法 〈求凸 多边形的中轴） 4.4.6 

47. 算法(求 TSP 的算法） 4,4,6 

48-乙. : 算法(简单多边形尸的中轴） 4.4.6 

49. 算法（构造二阶 Voronoi 图） 4.4.8 

50. 算法(构造平面点集二阶 Voronoi 图的算法） 4*4,8 

51. 算法(几何数据压缩的箅法） 4.4.9 

52. 判定^个区间是否重叠的算法 5,1 

53. B-0 判定线段相交的算法 5. 1 

确定 PHQ 的穷举算法 5.2.1 

55. 梯形交组成户门《的算法 5.2.1 

56. 沿/边行进找尸门 Q 的算法 5.2.】 

57. Zu 算法（计算 Pf|Q) 5.2,1 

58. 昇法（平面扫描计算 Pf ] Q ) 5. 2. 1 

59. 算法（星形多边形的交） 5.2.2 

60. Z M 算法（两个任意多边形的交） 5,2.3 

61. 算法 (Q 遮蔽多边形尸） 5.2 

62 . 求〃 个半平面交的分治算法 5. 3.] 

63. ^算法(二维线性规划问题的非数值算法） 5. 3. 2 

64. Zy 算法(确定两个任意简单多边形的并） 5.4 

65+ Z S7 算法(计算 PUQ) 5.4 

66. 选择独立集的算法 S. 5 

67. 构造凸多面体 P 的均衡分层表示的算法 5-5 

63* Zy 算法（构造 PHQ) 5.5 

69. 4.9 算法（构造 PHQ) 5,5 

70. M-P 箅法（构造 rflQ) 5*5 
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71. 判定垂直、水平线段是否相交的算法 6+1 

72- 计算 /, U 々 U … UA 的长度的算法 6.3 

73. 计算矩形并 F 的面枳的箅法 6.3 

74. 计算矩形并 F 的周长的算法 6.3 

75. 计算矩形并 F 的轮廓的算法 ( L - P 算法） 6. 4 

76. Z 6 .，算法(计算矩形并的轮廓） 6.4 

11， 计莽 F 的闭包的算法 6*5 

78* Z ,. 2 算法(求矩形交） 6.7 

79* 构造直线排列的增量算法 7.2 

80* Dijkstra 算法 S * 1* 2 

81. 寻找圆盘尺从 s 移动到 f 的路径的箅法 8. 2 

82. 凸多边形规划运动的算法 8.3 

83. M C 计算最大最小问题的探索算法 9. 1. 1 

84. Shamos 的计箅 MINC 的算法 9. L 2 

85. Zw 算法(覆盖点集 S 的最小圆） 9.1.2 

86- B - S 的求最近点对的分治算法 9. 1. 3 

87. M-C 探索法求解 MAX GiQ ) 9. 4. 1 

88. 求解 ESMTO 问题的^近似方法 9. 4, 3 

89. 求解 ESMTO 问题的探索法 9*4.3 

90. 抽象形式的随机增量算法 10.2 

91. 构造四边形分解 HCS ) 的随机增量算法 10* 2. 1 

92. 构造凸多胞形 H ( S ) 的随机增量箅法 10.12 

93. 构造 Voronoi 图的随机联机算法 10* 2. 3 

94. 构造四边形分解的动态算法 10.3 

95. 基于随机抽样顶-向下方式的线段排列问题的分诒算法 10.4 

96. 基干随机抽样底-向上方式的线段排列问题的分治算法 10.4 

97. 算法 〈构 造点集 S 的凸壳的并行 算法） 10.5 

98. 算法（四边形分解问题的并行算法） 10.5 
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